第 一 章 


4$ 1. 
4 2. 
§ 3. 
§ 4， 
$ 5. 


第 二 章 


$ 1 ， 
$ 2. 


第 三 章 


第 四 章 


§1, 


$2., 


§ 3. 


§ 4. 
$5, 
$ 6. 
§ 7、 


4 3 
§4 
4 5， 
4 6 
$7 


$1 
4 2 
$ 3. 
$4 
$5 


向 时 pp 1 
疝 晤 的 的 仿 ee 1 
a lar 2 
向 量 函 数 与 曲线 的 参数 表示 pp 8 
向 量 函 数 的 微分 .曲线 的 切线 pe 11 
向 重 函 玫 的 杭 分 二 00660065 15 
曲线 论 名 BR 19 
空间 曲线 的 表示 与 弧 长 po 19 
主 法 向 量 .从 法 向 量 与 活动 标 架 .pe 23 
曲率 与 按 率 Sooocotorsnoorots astro et aor tetra oem too ott store 25 
Frenet 公式 eee】 上 29 
详 击 曲线 O00 34 
曲线 浴 的 业 示 省 家 Gn ni 8 
Cesire 未 动 条 件 0 44 
敌 距 曲线 49 
等 距 曲 线 ee en 49 
渐 开 线 . a Pe 52 
二 角 活 守 次 转 式 发 动机 多 体 的 型 线 55 
凸轮 型 线 计 算 ( 实 例 一 ) ooeveoveooooecooieovoooooiooiscoeososesooeoveos 59 
凸轮 型 线 计 算 ( 实 例 二 ) pv。 64 
曲面 论 72 
正则 曲面 72 
第 二 吉 本 形 蕊 0000 82 
第 二 基本 形式 pp 94 
曲面 上 曲线 的 法 曲率 oe 和 eosinsseio erro 98 
主 曲 率 、Gauss 曲率 ,平均 曲率 eee 100 
曲面 上 的 活动 标 架 ,曲面 的 基本 公式 ee 和 esossssessssnts 105 
Gauss 方程 与 Codazzi 方程 ee 108 


暴 硬 论 基 本 定理 pp 110 
测 地 线 nt 112 
齿轮 哨 合 nn 117 
平面 曲线 族 的 包 络 ee 117 
单 人 参数 曲 面 族 的 包 络 weeeeesereeees reert 127 
平面 咬合 ee 136 
齿 廊 法 线 法 oo t+4t 
轮转 曲线 、Camaus 定理 和 Euler-Savary 公式 149 
空间 员 合 的 接触 线 法 …………… 和 152 
一 个 实际 例子 pp 160 
曲线 的 氢 合 与 设计 :pe 165 
线 福 氢 合 eee te 166 
贺 绝 所 合 ee 169 
样 条 拟 合 … 175 
最 小 二 莱 法 DO TO CT ee 190 
基 样 条 法 op 197 
样 条 拟 合 中 光 顺 边界 条 件 的 确定 pe 199 
Bezicr 曲线 206 
等 距 B 样 条 有 曲线 eee. 213 
不 各 耻 的 8 入 杂 曲线 30 219 
曲面 的 相交 与 展开 224 
两 个 例子 …………-: Norosooooooeoot ster esar ise. ro mer teeters 224 
两 个 三 次 曲面 的 交 线 0 村 Oo ei 229 
求 交 线 的 数值 方法 Ce 232 
可 展 曲面 的 戏 开 ooo 235 
非 可 展 曲 面 的 近似 展开 es 239 
曲面 的 拟 合 与 设计 …… 243 
双 三 次 样 条 函数 ee ber. 243 
双 三 次 曲面 ee. 248 
Coons 曲面 ee 250 
三 角 域 上 的 光滑 揪 佳 pe 257 
Bezicr 曲面 ee 262 
B 样 条 则 面 tit: 271 


第 一 章 向 
$1 回 量 的 概念 


我 们 经 常 磁 到 的 量 有 两 种 。 一 种 叫 数量 (或 标量 ), 例 如 时 间 、 
虐 离 体积, 温度 等 等 ， 这 种 量 在 取 定量 度 单位 以 后 ， 就 可 以 用 数 
值 的 大 小 完全 表示 出 来 ， 另 一 种 量 ,例如 力 ,速度 ,位移 等 等 ,除了 
用 一 定 的 量度 单位 的 数值 表示 它们 的 大 小 以 外 ， 还 必须 指明 它们 
的 方向 ， 才 能 完全 表示 出 来 这 种 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 叫做 向 
量 (或 矢量 ). 

向 量 可 以 用 有 向 线段 (规定 了 起 点 和 终点 的 直线 段 ) 来 表示 . 
如 图 1-1 所 示 , 从 0O 点 到 4 点 的 有 向 线段 04 的 长 度 表示 向 量 的 


1-1 
大 小 ,而 它 的 指向 表示 向 量 的 方向 ， 本 书 中 用 附 有 箭头 的 04 或 


用 斜 黑体 字母 a, 6 表示 向 量 ， 用 04 表示 向 量 时 , O 就 是 它 的 
起 点 ,4 是 它 的 终点 . 

如 果 所 讨论 的 向 量 只 依赖 于 它 的 大 小 和 方向 而 与 向 量 的 起 点 
无 关 , 那 么 它 称 为 自由 向 量 ， 本 书 中 如 无 特别 声明 ,向 量 都 指 自由 
向 量 . 

在 三 维 欧 氏 空间 中 ,建立 右手 直角 坐标 系 {0;i, j,k}， 其 中 
0 表示 坐标 原点 ，i, 六 麦 示 沿 着 三 个 坐 祭 轴 正 向 的 单位 向 量 。 
记 梓 ,任何 向 量 + 可 以 写成 


Fo x y+ zh (x,y, 2), 
其 中 x, y, z 分 别称 为 向 量 沿 X 轴 , Y 轴 , Z 轴 航 分 量 。 向 量 ? 的 
长 度 定 义 为 
lzr| = Vet+ 信 十 x， 
零 向 量 为 : 
0 07+07+ 0k= (0,0,0). 
当 两 个 向 量 的 分 量 分 别 相 等 时 ,我 们 说 ,它们 相等 。 


$ 2. 向 量 的 代数 运算 


设 4 为 实数 ，7 一 (x,y,z)， 则 4 与 ?之 积 定 义 为 
hr = (x, 1y, 42). (2.1) 
若 lr| 关 0, 则 /tlrl 是 和 z 方向 相同 的 单位 向 量 , 它 的 
分 量 称 为 向 量 r 的 方向 余弦 . 
若 ri = 《xi yi, zi1) 一 1， 2) 为 两 个 向 量 ， 则 它们 的 和 定 


义 为 
7 十 了 ;一 (x 十 xy 7 十 73，2 十 zz)， (2.2) 
而 它们 的 内 积 ( 数 量 积 ) 则 为 
ri Ty Xt2 十 Vy2 十 2122. (2.3) 


向 量 +,，7, 平行 的 一 个 充 要 条 件 是 它们 线性 相关 , 即 存在 着 不 同 
时 为 零 的 实数 4,，4,， 使 4m 十 hr 一 0. 
若 记 非 零 向 量 . mr 与 7+; 之 间 的 角 为 6,0 委 9 委 r， 则 
r,* ?, 
Ee Ir Teal 0 
因此 ，r, 垂直 于 ” 的 充 要 条 件 是 它们 的 数量 积 r,* r; 一 0， 若 
Ti 一 了 ;~ 了,，《(2.3) 式 化 为 


re + 二 2 = |r|",， 


故 
MV r= |rl. 


设 r:，z: 为 不 平行 的 两 个 向 量 ， 其 间 的 角 为 8， 而且 e 为 
与 r,，r， 同时 垂直 的 单位 向 量 ， 而 且 mm， re 按 这 个 次 序 构成 
右手 系 , 那 么 向 量 r,，r; 的 向 量 积 (或 称 外 积 ) 定 义 为 
ri X r= (|r||r,| sin0)e 
> W025) 
J 22 人 
因此 ，r, 与 m 平行 的 另 一 个 充 要 条 件 为 mr Xx r; 一 0. 
上 上面 的 这 些 运算 之 间 还 满足 下 面 的 规律 。 若 1，4& 表示 实数 ， 
ri, 7;, 7， 表示 问 量 , 则 下 列 式 子 成 立 
1) 结合 律 : 


必 1 


Ef +! 


| 
'22> ~ 


J 十 


i pr1) = (Mp)7,, 
(Fi 二 r+ r= r+ (r; + r;), 
(Mr ) :r= A(r, 7))， 
Ar) X ry = 一 (7 X 7,); 
2) 交换 律 : 
7 十 7 一 7 十 7l， 
Fi- r= 7 yi; 
3) 分 配 律 : 
(1 十 pr = ir 十 Pri， 
(Cr + rn) 一 1r 十 hr,, 
7 (7) 十 PP ) 一 rr 十 rr 
ri X (ritr)= rr Xr,+r Xr,; 
此 外 , 癌 量 积 还 满足 
riX rr ,= —7r, Xr,. 
三 个 向 量 mr， r+， 的 混合 积 是 


XU JP: 2 


C73, r29 3) 一 《7 X fF) ，7; 一 xX; )》; 2, 


， (2.6) 


TY3 JY3 2 
它 的 绝对 值 表示 以 rm， r,，r， 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 。 因此 ， 
ri， ri，r; 共 面 ( 即 平行 于 同一 平面 ) 的 充 要 条 件 是 


(7 ?1) 一 0. 
它们 成 右手 系 的 充 要 条 件 是 
(ri, ?1s 73) > 0. 
关于 问 量 的 内 积 和 向 量 积 , 下 面 的 Lagrange 恒等式 成 立 
(ri X 72) (ry XP) 一 (Pr 3) rs ro) 


一 《rr 7)(r;* 7,). (2.7) 
关于 三 个 向 量 的 双重 向 量 积 ,下 面 的 公式 成 立 : 
(Cr X ri) X 六 (Fy Fr 一 《7 1) mi， (2.8) 


在 这 二 个 公式 中 ， 如 果 已 经 证 明 其 一 ， 则 可 导出 另 一 个 ， 此 
外 ,两 个 公式 都 是 可 直接 从 它们 的 分 量 表示 形式 加 以 验证 的 . 

在 本 节 结 束 之 前 , 举 出 两 个 应 用 的 例子 ， 

例 1 组 合 机 床 是 一 种 通用 部 件 和 专用 部 件 组 成 的 、 工 序 党 
中 的 高 效率 机 床 。 它 一 般 采 用 多 轴 、 多 刀 \、 多 工序 、 多 面 、 多 工 位 等 
操作 同时 进行 加 工 。 在 组 合 机 床 中 ， 动 力 部 件 是 通过 主力 箱 和 被 
加 工 的 零件 发 生 关系 的 。 主轴 箱 通 过 齿轮 结构 把 驱动 轴 的 转动 传 
递 到 各 主轴 (工作 轴 ) 去 。 精 确 地 计算 出 各 传动 轴 位 置 的 坐标 是 非 
常 重要 的 .在 主轴 箱 的 坐标 计算 中 反复 过 到 的 问题 是 这 样 的 ; 

已 知 两 点 8.《xi, 71)，098《*;，y;) 和 它们 到 另 一 点 2 的 距离 
一 1009.|,，p; 一 100,|， 求 所 的 坐标 . 

解 如 图 1-2 所 示 , 同 景 


Q(x, >») 


QaCx?2,y2) 


0.0， -mn (zx, 一 Xi 》; 一 入 因 
它 的 单位 向 量 是 
a {XX yh 
和 ( 2 )， 
其 中 
d 一 10,0,| -= V(x = rn) 十 (y; 一 y,). 
设 b 是 a 逆 时 针 转 动 90° 后 所 得 到 的 向 量 , 那 么 
| a 
2 ld 上 
我 们 可 把 向 量 0.0 关于 a 和 b&b 进行 分 解 : 


0.9 = pl(acosa 十 Dsinc)， 
其 中 a 表示 从 0.0， 到 9.0 的 转角 . 
可 是 0.0 i (x i y;)， 而 县 


acosa + Bsina = cosa (= rd 


十 sine ( 一生 一 汪 ， = ])， 
所 以 ,从 上 面 的 分 解 式 得 出 


X= xi 十 > [x; CO— ti1) cosa — (y; — Y.) sine], 


y== 7 十 2 [(y7 CO— YY)cose 十 (xz; — ri) sineg], 


我 们 只 要 求 出 cosc 和 sina 就 可 获得 8 点 的 坐标 。 根据 余 
弦 定 理 得 知 


于 是 


由 于 sine 一 般 有 两 个 数值 ,分 别 对 应 于 _ 9.0, 旋转 到 0.0 
时 的 方向 是 逆 时 针 或 顺 时 针 ,所 以 有 两 个 O 点 符合 题目 的 要 求 ， 

这 个 例题 在 数学 上 是 很 简单 的 向 量 运算 ， 但 是 在 复杂 的 实际 
问题 中 归结 出 这 样 的 数学 问题 可 决 不 是 轻而易举 的 事情 . 

例 2 利用 向 量 的 运算 可 以 推导 球面 三 角 学 里 的 公式 。 玉音 
位 球 ， 过 球 中 心 0 的 平面 与 球面 的 交 线 称 为 大 圆 。 以 大 贺 为 边 的 
三 角形 叫做 球面 三 角形 ， 以 4， B,C 代表 它 的 三 个 顶点 ,其 对 应 
的 对 边 用 c, 8, 7 表示 。 而 4, 8;C 点 位 置 向 量 用 a, 6,e 表 


图 1-3 


示 。 4 角 , B 角 ,C 角 , a, 86,7 间 的 关系 就 是 球面 三 角 学 中 的 重要 
公式 .假定 4, B,C,a, 8,7 都 小 于 x。 我 们 可 以 证 明 下 列 球 
面 三 角 的 余弦 定理 
cosua mm cospcosy + sinp siny cos Ad, 
cosh = cosycosa 十 siny sinacos BB, 
COSY = cosacos1 + sina sinp cosC. 
这 里 ， 我 们 只 证 明 其 中 第 一 式 ， 其 余 式 子 的 证 明 是 完全 类 似 
的 .由 Lagrange 恒等式 
(a Xp8)'. (cxd) 一 (aece)(.d) 一 (a.dad)(p -ec)， 
得 
(aX8).(aX c) 一 5.c 一 (ac)(a. 5)， 
由 于 


e 6 。 


Ce 一 cospb .am cosy，p.ece 一 cosa， 
又 因为 向 量 a X 6 与 a X e 的 长 度 各 为 siny，sin8， 它 们 的 
夹 角 就 是 &，& 所 构成 的 平面 与 c，a 所 构成 平面 的 夹 角 ， 即 4 
角 , 所 以 (ae x 565): (a X ce) = 二 sinB sinYcosA, 内 此 有 
sinpsinycosd 一 cosa 一 cospcosy， 
这 就 是 第 一 式 . 
习 是 


1. 说 明定 义 两 个 向 量 夹 角 的 公式 (2.4) 是 有 意义 的 . 
2. 直接 证 明 Lagrange 恒等式 (2.7)， 
3. 利用 公式 (2.7) 证 明 公 式 (2.8). 
4. 利用 公式 《2.8) 证 明 公 式 (2.7)， 
5. 证明 
Cr X 7r).， [Cr XxX 73) xX (Cr, XxX r,)] 
rr rr rr 
“= (Fis TT rr ry TT 
rr A 
6. 证 明 
(Fr Xx 7r;) X (mr Xx r,) 

= (Fs, Ty, TT; — (Fs F3, Tr 

一 《7 ，7 PONT, 一 《7 2, Ps) ro 
7. 证 明 球 面 三 角 中 的 正弦 定理 

Sing sing sin7 

sin A sin B sinC” 
其 中 记号 参看 图 1-3， 
8. 证 明 : 
(Fr, X r2, rT X rs, 7, X 7i) 
== (Tis Fs PA)CT3, Ts, Te) — (Fs 7,, r;,)(r,, rs, 76). 

9. 化 简 

(rr 十 rT 十 mr，7; 十 7,), 


10. 正明 
(r Xp) (Pr XP) + (Cr, X 7) (Cr, x 7) 
TT (7; xX r1) ' (72 Xx r+) = 0. 


$ 3 向量 函 数 与 曲线 的 参数 表示 


若 对 应 于 ss 委 上 委 2 中 的 每 一 个 上 值 ,' 有 一 个 确定 的 向 量 >， 
则 r 称 为 1 的 一 个 向 量 函 数 , 记 为 r(z)， 显 然 向 量 函 数 r(z) 的 
三 个 分 量 都 是 * 的 函数 , 即 
rt) 一 (xy 2()), 4 1 Eo, 
关于 消 数 的 极限 以 及 连续 的 概念 都 可 容易 推广 到 向 量 吵 数 . 
没 r(z) (x(t), YO) zi) ro (zxoy yo， 2z0)， 如 果 下 式 成 立 
limx(s) Xo limy(C) ™ yo, lim 2(#) 一 20， 
我 们 说 , 当 : 趋向 于 6 时 ，r(z) 趋向 于 极限 mr， 记 为 


im r(#) = Foy 


ti> io 


不 难 证 明 上 式 等 价 于 
lim 1r(Cz) 一 mr| 0, 
容易 证 明 极 限 运算 具有 如 下 的 性 质 : 
lim2(#)r(z) ma lim 1(2)limr(s), 
lim{r,(z) + ra(t)] = limr(#) + imr,(), 
lim EACGEREAGLES lim r.(z) lim r,(#), 
lim{r,() X ya(t)] 一 了 mmkz] X lim r,(7), 
其 中 4(z) 为 一 个 在 La, 2] 中 定义 的 数量 了 萎 数 。 
类 似 地 ， 向 量 函 数 r() 的 连续 性 被 定义 为 它 的 分 量 项 数 的 
连续 性 。 具体 地 说 ， 如 果 x(z), y(z), zlz) 关于 上 具有 直到 & 阶 


的 连续 导 函 数 ， 我 们 就 称 向 量 函 数 r(o 一 (x(),y(2), z(1)) 为 
ct 阶 向 量 函 数 。 特 别 当 x(CD), 7(G)，zC) 是 上 的 连续 函数 时 ， 称 


es 有 ee 


r(:) 是 连续 向 量 函 数 ， 

类 似 地 ,可 以 定义 多 个 自 变量 的 向 量 消 数 ， 

如 果 把 向 量 函数 rs) 看 成 空间 一 点 P 的 位 置 向 量 ，7(?) 一 
OP , 则 :在 闭 区 间 [a,5] 里 变动 时 ，P 的 轨迹 一 般 是 一 条 曲线 
FT (图 1-4)， 这 时 ,方程 + 一 r(D，a 入 :入 8， 称 为 曲线 了 的 参 
数 方程 . 

在 解析 几何 课程 里 ， 我 们 知道 一 条 过 P。 点 而 以 2 为 方向 的 
直线 有 下 列 方程 : 

r—ro= 17， 
其 中 r。 一 OP , : 是 实数 .又 例如 在 zy 平面 上 , 圆 的 参数 方程 
可 以 写成 
r == a( cos0i + sin0j), O00 < 2n, 
它 是 以 坐标 原点 为 圆心 , a 为 半径 的 圆 ， 


一 人 


图 1-4 1-5 


直线 和 圆 弧 是 最 简单 的 曲线 ,但 也 是 最 有 用 的 曲线 ,很 多 复杂 
的 曲线 都 可 以 用 许多 直线 段 或 圆 弧 段 来 近似 地 表示 它们 的 形状 
《 称 为 曲线 的 拟 合 ,本 书后 面 专门 有 一 章 讨 论 这 个 问题 )* 所 以 有 一 
种 专门 加 工 直线 和 圆 弧 的 数字 程序 控制 线 切 割 机 床 ， 我 们 取 一 个 
实例 来 作 概 要 的 找 述 . 

例 数字 程序 控制 线 切割 机 床 是 一 种 新 技术 ， 切 割 曲 线 的 精 
密度 很 高 , 它 是 用 电子 计算 机 控制 切割 (曲线 ) 的 ， 在 切 制 时 ,把 工 
件 国定 在 机 床 的 十 字 型 拖 板 上 ， 利 用 钼 丝 和 工件 间 加 接 高 频 电 源 


so 9 。 


产生 的 高 频 脉冲 ， 使 钼 丝 对 金属 起 腐蚀 作用 ， 以 达到 切割 的 目的 
(图 1-5)。 十 字 型 拖 板 由 纵 板 和 横 板 组 成 ,它们 由 步 进 马达 带动 . 
步 进 马达 每 走 一 步 ， 拖 板 就 移动 一 个 &〈 即 -微米 ， 千 分 之 -一 毫 
米 ), 钼 丝 也 切割 一 个 x， 计算 机 就 是 通过 步 进 马达 控制 纵横 拖 板 
的 进退 ,使 钼 丝 切割 出 规定 的 直线 和 圆 弧 的 . 

设 加 工 的 贺 弧 是 以 原点 为 圆心 ,半径 为 R 的 圆周 的 一 部 分 , 它 
沙 在 第 1 象限 内 ( 横 纵 拖 板 分 别 取 为 x 轴 和 > 轴 )， 因 为 拖 板 只 能 
在 纵横 两 个 方向 运动 ， 实 际 上 加 工 得 到 的 是 一 条 与 圆 弧 十 分 近似 
的 折线 (图 1-6). 

线 切 割 机 床 采 用 逐 点 比较 法 控制 钼 丝 对 加 工 点 的 位 置 。 拖 板 
每 移动 一 步 ,就 比较 一 下 加 工 点 M 
和 圆 的 位 置 关 系 ， 判 断 M 点 在 贺 
内 还 是 在 圆 外 。 如 果 M 在 圆 外 , 则 
移动 横 拖 板 使 加 工 点 向 * 轴 的 负 方 
向 移动 ; 如 果 M 在 圆 内 ， 则 移动 
纵 拖 板 让 加 工 点 向 ” 轴 的 正方 向 移 
动 . 

Re 如 何 判断 M 点 在 圆 内 还 是 在 
圆 外 昵 ? 这 就 要 用 到 圆 的 方程 。 以 原点 为 圆心 ，R 为 半径 的 圆 的 
方程 是 


x + = RR 
如 果 M(x,》) 在 圆 内 , 它 的 坐标 必须 满足 

“二 <8R, 
如 果 M(x,y》) 在 圆 外 , 它 的 坐标 必须 满足 

二 > RR a 

记忆 一 * 十》 一 R， 它 表示 加 工 点 M 到 原点 的 距离 的 

平方 减 去 圆 弧 半径 的 平方 ，F 的 数值 表示 M 点 对 圆 的 偏差 。 电 
子 计 算 机 控制 拖 板 每 走 一 步 都 要 经 过 四 个 过 程 ， 用 框图 表示 如 
下 : 
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dr\ _, 站 r(to 十 Ar) 一 ?io) 
at 上 ro) a Ai/ 


从 极限 的 定义 出 发 ,容易 证 明 下 式 成 立 : 


( 血 ) = ro) 一 (CeCo sy(o #1)), 《4.2) 
dt /io 


1 ) CD 
式 中 x(o) ~ | 代 ( 扩 | 。 ,等 等 
如 果 r(z) 对 [a， 6] 中 每 一 个 * 值 都 是 可 微 的 ， 那么 它 称 
设 1 是 : 的 数量 函数 ,而 且 rm, ri, r, 都 是 : 的 向 量 函数 . 如 
果 它 们 都 是 可 微 的 ,那么 下 列 公 式 的 验证 是 容易 的 : 


(Mr) 一 MP 十 27， (4.31 
(P 十 7) = r+ rr, (4.4) . 
(Pr ， 7) 一 TY) 十 7 rs (4.5) 
(rr, Xr) = ri Xr,+r Xr,, (4.6) 
(7 F239 7T3) = (Fis P29 T3) + Tr, Ts Fs) 
+ (ri ?> 73). (4.7) 


式 中 的 撒 “” 表示 关于 上 的 导数 ， 
导向 量 有 重要 的 几何 意义 。 设 C 为 对 应 于 连续 向 量 遂 数 ?C2) 
的 连续 曲线 , P, 为 C 上 一 个 定点 , 它 对 应 的 参数 为 (图 1-7)， 又 


设 P 为 C 上 在 P, 邻近 的 一 点 ， 当 P 点 沿 曲 线 C 趋向 于 P, 时 , 曲 
线 的 弦 PP 有 极限 位 置 ， 则 这 个 极限 位 置 称 为 曲线 C 在 P 点 的 
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切线 。、 如果 已 点 的 对 应 参数 为 wo 十 At, 那么 问 量 
PpPp — (io 十 Ar) 一 PCio) 
为 PP 弦 上 的 一 个 向 量 。 当 Al 趋 于 零 , 即 当 P 了 点 趋 于 已 点 时 ， 
BP 也 趋 寺 零 ， 同 时 向 量 
PP Tr(to tt A1) — r(1o) 
At Ai 
也 是 PP 苹 上 的 一 个 向量 ,而 且 当 Ax: 趋 于 零 时 ， 它 的 极限 如 果 
不 是 零 问 量 , 就 可 以 代表 C 在 PB。 点 的 切线 方向 ,由 此 可 见 ， 如 果 
y (io) 关 0， 曲 线 C 在 P 点 的 切线 一 定 存在 ,这 个 向 量 就 是 切线 
上 的 一 个 非 零 向 量 ， 对 曲线 C， 如 果 选 取 了 它 的 一 种 参数 表示 ， 
也 就 自然 地 定义 了 曲线 C 的 正 向 为 参数 增加 的 方 同 ， 这 样 ， 由 于 
r(z) 的 方向 是 PP 方向 的 极限 而 恰好 表示 了 曲线 C 的 正 向 , 具 
有 正 同 的 曲线 称 为 有 问 有 曲线 . 
和 普通 函数 的 微分 一 岩 , 疝 量 函数 的 微分 定义 为 
dy 一 7 人 (id 一 (dr 人 (tday(Ct)， dz) )， 
对 于 复合 函数 ”一 r(z), :1 一 p(wu)， 则 有 
Er = 7 (tp'(u). (4.8) 
对 多 自 变 量 的 向 量 函数 也 可 引进 偏 导 向 量 的 概念 。 例 如， 
r(u, 2 ) SR (x(u, 2 )， y(u, 2 )， 3( 4， 2 ) )， 


则 有 
8 
了。 a Yu, sw)， 
7 or (ys yp, zy)s 
这 里 
EF oe Fn oF 站 oe 
Ou Ou Ou 


ar 0, sO 
v By 多 
对 于 复合 向 量 函 数 r(x， 2 ) un (x(u, 7)， y(u, v), z(u, v)), 
WU(W 5)， 2 一 zz 5)， 则 成 立 链 式 法 则 : 


类 似 于 普通 函数 ,我 们 还 可 引进 高 阶 导向 量 函 数 ,以 及 高 阶 偏 
导向 量 函数 ,这 里 就 不 再 于 述 。 

下 面 举 出 一 个 例子 ， | 

例 ”曲线 r 一 r(z) 位 于 以 原点 为 中 心 的 球面 上 的 充 要 条 件 
是 , 它 在 每 一 点 的 切 向 量 和 该 点 的 位 置 向 量 正 交 . 

证 明 如 果 曲 线 > 一 r(i) 在 以 原点 为 中 心 的 球面 上 ， 那 么 
曲线 上 任 一 点 的 位 置 向 量 的 长 度 是 常数 (球面 半径 ), 即 


7 一 |r| 一 常数 ， 
微分 得 
rr 0 
反之 ,如 果 上 式 成 立 , 则 | 
4 1ri 0 0， 
at a 
那么 
1r| 一 常数 。 
证 毕 。 
习 题 


1. 证 明 公 式 (4.3) 一 (4.8)。 

2. 设 向 量 消 数 rr 一 r(z) 在 5 是 可 微 的 。 那么 (to) 关 0 是 
r 一 r(z) 所 表示 曲线 在 该 点 有 切线 的 充分 条 件 。 试 举例 说 
明 , 它 并 不 是 必要 条 件 。 
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3. 证 明 向 晤 图 数 r(:) 有 固定 方向 的 充 要 条 件 是 > Y 六 一 0. 
4. 证 明 曲 线 r = r(z) 位 于 过 原点 的 某 一 固定 平面 上 的 充 要 条 件 
| Cr， rr 7 ) 一 0. 
5. 对 册 量 哎 数 , 试 定义 高 阶 导 向 量 阔 数 的 概念 ， 
6, 设 癌 量 滑 数 r(z) 在 包含 1。 的 区 间 有 #* 阶 为 止 的 连续 导 消 数 
r"(t)， 试 证 它 在 to。 附近 的 Taylor 公式 
7r(n + At) = r(10) + r'(1) A 


十 r (A(A) + 


i (2 一 D(C )(Az)’-! 


” 
十 ton (CA) 十 EC(Ar)"， 
n! 
其 中 
lim € 一 0. 
70 


$ 5. 向量 商 数 的 积分 


设 向 量 耻 数 rz) = (xz(Ct)， y(z)， z(71)), 那么 r(z) 的 不 定 
积分 定义 为 


| r(t)at = (| xr(t) di, G24 | Cd ). 
对 常数 4 和 常 向 量 v, 容易 验证 下 列 公式 
| Ar(zs)dt = 1 | rl(z) dad, 


| (ri(Cz) 十 rG))adt 一 | ri(t)dt + | r,(1) dt， 
| Vv: rdi=V. | r(t)at, 


| [zz X rC)jadt vx | -oz. 


同样 可 以 定义 向 量 函 数 r(z) 一 《x(2)，y(z)，z()》 的 定 积分 如 
下 : 


| r(2) dt — (| +*(2) dt， | y(#) dz， | 76273) 


从 定义 出 发 ， 立 即 可 以 将 数量 函数 积分 的 许多 性 质 推广 到 向 
量 函数 ， 特 别 地 ,如 果 fF"() 一 rt)， 那 么 


| r(1) dt 一 所 万 ) — f(a)., 
下 面 举例 说 明 向 量 函 数 微 积分 的 一 个 应 用 ， 
例 某 行星 按照 牛顿 万 有 引力 定律 被 太阳 所 吸引 ， 该 定律 是 


说 ， 质 量 分 别 为 m 和 M 的 两 物体 ,相互 间 的 吸引 力 是 
CMm 
Pa 


9 
r? 


其 中 > 是 两 物体 间 的 距离 ， 而 G 是 引力 常数 。 设 mw 和 M 分 别 是 
行星 和 太阳 的 质量 ,并 选取 太阳 在 原点 的 坐标 系 。 这 样 ,如果 忽略 


其 它 行星 的 影响 ,该 行星 的 运动 方程 是 
dr GMm dr ._GM 
a =: Er dr” Ty 


这 里 ri 是 和 7 同方 向 的 单位 向 量 . 那么 ,行星 绕 太 阳 运 行 的 轨道 
是 以 太阳 为 其 焦点 的 椭圆 ， 


为 证 明 这 个 事实 , 设 ov 一 2 为 行星 的 运动 的 速度 向 量 ， 那 


入 
do CGM, 
dt rr 
因 
了 (r XV)—rX 0, 
dz dz 
rxv=h 
是 常 向 量 。 然 而 
C182 dr 
hrxvermx(r t+ Fy | 
=—= rir, X 4 
dt 
由 运动 方程 得 到 
R=— CM rxh 
(了 rr’ 
—GM|r, x (r, x | 
= 一 CA I(r 4 ] mr 
= 7 ) | 
t 
=- GM An 
at 
这 里 已 用 到 r， 是 单位 回 量 这 一 事实 。 又 因为 月 是 常 向 量 
2 xh= GM A, 
at dz at 
积分 得 


vxXh== GMr,+P, 


这 里 刀 是 长 度 为 ”而且 与 六 的 夹 角 为 6 的 任 一 常 向 量 。 由 此 
但 到 


r.(vxXh)=GMr.rt+tr:.P 
-= GMr + rpcoso, 


义 因 为 
r-(DXR) 一 (Xu) .页 一 大. 天 一 用， 
所 以 ,我 们 有 
六 一 GMr 十 rpcosg， 
即 


i/GM 
1 + (p/GM )co0s0° 
它 是 离心 率 为 6 一 p/GM 的 贺 锥 曲线 ,按照 二 1,s 一 1 或 
s > 1 而 知 轨道 分 别 为 椭 贺 ， 抛 物 线 或 双 曲 线 ， 因 为 行星 的 轨道 
是 封闭 曲线 ,所 以 一 定 是 椭 回 。 
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第 二 章 曲 线 论 
$1. 空间 曲线 的 表示 与 弧 长 


在 解析 几何 中 ,我 们 已 经 研究 了 最 简单 的 曲线 ,例如 直线 和 二 
次 曲线 .我们 在 实际 中 还 磁 到 了 更 一 般 的 曲线 。 物 理学 中 ， 人 们 
常 把 曲线 看 作为 一 个 质点 运动 的 轨迹 ， 而 把 时 间 : 用 以 描述 质点 
运动 的 参数 。 据 此 ,微分 几何 中 也 常用 参数 方程 来 描述 曲线 。 
设 空间 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 为 10; x, y, z}》， 而 且 
x 一 x(t)， 
y= y(?), a<t<b, (1.1) 
2 = Z(t) 
都 是 : 的 连续 可 微 汝 数 《今后 我 们 总 假定 它们 有 三 阶 连 续 导 数 )， 
其 中 实数 a 和 2 都 不 一 定 是 有 限 的 , 那么 (1.1) 就 表示 了 空间 的 一 


Z 


图 2-1 


反 过 来 ,任何 一 条 曲线 C, 在 一 定 的 范围 内 总 可 用 (1.1) 式 表示 , 称 
它 为 参数 方程 

例 1 在 一 张 长 方形 的 纸 上 面 一 条 直线 ， 然 后 把 这 张 纸 卷 在 
一 个 圆柱 上 , 则 这 直线 被 卷 成 为 圆柱 螺 线 (图 2-2). 


2-2 

我 们 来 求 欧 柱 螺 线 的 参数 表示 ,. 取 圆柱 轴 为 Z 轴 且 取 XX,Y 二 

办 如 图 2-2 所 示 。 设 圆柱 底 半 径 为 “， 而 矩形 的 对 角 线 与 一 边 的 

夹 角 为 6 〈 见 图 2-2)。 由 贺 柱 士 任 一 点 M 作 XY 平面 的 垂 线 

MN. 设 ON 与 OX 轴 的 夹 角 为 ‘, 则 AN ~ 41, MN 一 attgb 
一 bl (已 令 0 一 atg0)。 那 么 圆柱 螺 线 的 参数 方程 为 


xz == acost, 
y = a sint, 
2 == pi, 
曲线 的 参数 方程 (1.1) 常 常 被 写成 为 向 量 函 数 形式 
7 一 Tt) 王 (xi)，7Ct)，zCt))。 (1.2) 
在 曲线 > 一 7?() 上 取 :1 一 的 一 点 ， 如 果 r (to 关 0, 则 
称 它 为 正则 点 。 条 件 r'(1o) 垃 0 意味 着 ze) ，7 te) 和 2'(s6) 
不 同时 为 零 . 当 曲 线 C 的 所 有 点 都 是 正则 点 时 , 则 称 曲线 C 为 正 
则 曲线 
在 第 一 章 $ 4 中 ,我 们 已 经 说 明了 在 曲线 的 正则 点 ， 切 向 量 一 
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定 存在 , 且 可 以 用 向 量 
ER 
dz dt: ” dd ud 
代表 , 它 的 方向 指向 参数 增加 的 方向 , 即 与 曲线 的 正 向 相 一 致 ( 图 
2 ) 
如 果 采 用 另 一 个 参数 , 则 曲线 Cc 的 方程 r(z) 一 F(z)。 为 了 保 

证 上 和 i 的 一 一 对 应 ,参数 变换 式 三 一 z(z) 必须 满足 

wi 

dr 


为 了 使 :, 三 的 增加 方向 都 相应 于 曲线 的 正 向 , 则 要 求 


di 
-— > 0, 1.3 
dt ( ) 


从 向 量 值 复合 函数 求 导 法 则 知道 ， 曲 线 的 正则 点 是 与 参数 选取 无 
关 的 . 

曲线 C 的 参数 方程 (1.1) 或 (1.2) 不 但 依赖 于 参数 的 选取 ,而 且 
还 同 直角 坐标 系 的 选取 有 关 。 另 一 方面 ， 微 分 几何 是 研究 曲线 本 
身 固有 的 性 质 ， We 因 
此 ,我 们 将 考虑 遇 线 的 自然 参数 . 

对 于 正则 曲线 > 一 r(z)， 定 义 


of 
为 曲线 从 参数 mw 的 点 到 : 处 点 的 弧 长 ,其 中 

ar(z) dx(#) dy{(z) Na dz(t) \2 
eg 

是 切 向 量 弛 S 的 长 度 . 在 数学 分 析 中 已 经 证 明了 (1.4) 式 是 曲 


线 C 内 接 折线 长 度 的 极限 。 精确 地 说 ,曲线 C 上 对 应 于 r(io) 和 
r(z) 的 后 为 Po 和 P,。 在 曲线 C 上 ，P 和 P,， 之 间 ， 顺 着 : 
递增 的 次 序 , 取 = = 个 分 点 1 它们 把 曲线 C 分 为 
7 个 小 孤 段 (图 2-3)。 用 直线 段 把 租 邻 的 分 点 连接 起 来 ， 即 得 一 
条 曲线 C 的 内 接 折 线 cs， 它 的 长 度 是 


dt (1.4) 
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L(0) 一 >，Pi-:P， 
f=1 


当 max PisP;—> 0 时 , L(o,) — s(2). 


C Pi Pori 
Pi pa 


Pe 
2-3 


从 曲线 缴 长 的 定义 ,不 难 证 明 它 既 不 依赖 于 参数 的 选取 ,又 同 
坐标 系 的 选取 无 关 。 这 就 是 s(z) 被 称 为 弧 长 的 原因 . 
显然 , 弧 长 ;是 : bn 县 


此 一 | (1.5) 


对 正则 曲线 ”GD > 0， 所 以 slz) 是 :的 单调 递增 了 滔 数 ， 从 而 
se s(t) 的 反 函 数 1 一 ts) 必 存 在 ， 将 它 代 人 曲线 参数 方程 , 我 
们 便 得 到 同一 曲线 以 其 纪 长 :为 参数 的 方程 
r =—= f(s), (1.6) 
通常 称 弧 长 参数 ， 为 曲线 的 自然 参数 ， 
从 (1.5) 可 以 得 到 
| 


as | 


就 是 说 , 当 弧 长 :为 参数 时 , 切 向 量 全 -为 单位 向 量 . 反之 ， 当 切 
向 量 为 单位 向 量 时 ,从 (1.4) 得 到 . 
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当 式 中 4 取 0 时 , : 就 是 以 上 = 二 0 处 起 算 的 弧 长 , 
今后 如 无 特别 说 明 ,曲线 总 是 指正 则 曲线 ,而 且 r(*) 中 的 s 

是 指 弧 长 参数 。 

习 题 

1. 证 明 曲 线 的 弧 长 无 论 在 空间 的 直角 坐标 变换 下 和 在 曲线 的 参数 
变换 下 都 不 变 ， 

2. 求 平面 曲线 的 极 坐 标 方程 p = p(6) 下 的 弧 长 表示 ， 其 中 ?为 
向 径 , 6 为 极 角 ， 

3. 设 曲线 一 TCD 一 (xG)，7(C)，z() 在 1 二 4o 的 点 是 正则 
后， 并 设 x'(#) 关 0, 则 曲线 C 在 上 一 4 点 的 充分 小 邻 域 中 
可 以 用 方程 

= y(x), 
z= 2(x) 
表示 ， 

4. 用 弧 长 参数 表示 圆柱 螺 线 ， 


$ 2. 主 法 问 量 \ 从 法 癌 量 与 活动 标 架 


设 曲线 C 的 参数 方程 是 > 一 r(:)。 C 在 任 一 点 的 单位 切 向 
量 r'(s) 记 为 了 (9). 

定义 当 r"(s) 关 0 时 ,向量 T'(:;) 上 的 单位 向 量 Ms) 称 
为 曲线 在 。 处 的 主 法 向 量 ， 过 r(s) 以 Ms) 为 方向 的 直线 叫 主 

因为 T(s) 是 单位 向 量 , 它 与 导向 量 T'(s) 正 交 ， 所 以 主 法 
向 量 Ns) 与 TGs) 正 交 , 因此 ，B(s) = TCs) x NCz) 是 单位 
向 量 . 

定义 称 BCs) 为 点 r(s) 处 的 单位 从 法 向 量 。 过 点 r(s) 而 
以 _B(s) 为 其 方向 的 直线 称 为 从 法 线 . 

这 样 ， 过 曲线 C 的 任何 一 点 r(s) 我 们 就 有 三 个 两 两 正 交 的 
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单位 岗 量 了) ，NG7，BGD)。 我 们 称 {7(s); TCs), Ns), B(s)} 
为 曲线 在 :处 的 Frenct 标 架 。 通过 点 r(s) 且 由 这 点 的 切 向 量 
2 称 为 曲线 在 这 点 的 密切 平面 。 同 祥 ; 通 过 
态 7(s) 且 由 切 向 量 与 从 法 向 量 张 成 的 平面 , 称 为 从 切 平面 ; 通过 
点 7(s) 且 由 主 法 向 量 与 从 法 向 量 张 成 的 平面 称 为 法 平面 (图 2- 
4). 

当 参 数值 * 在 正则 曲线 上 变动 时 ， 我 们 便 得 到 一 族 活动 标 架 
{r(s); T(s), N(s), B8(s)}。 在 研究 曲线 在 一 点 邻近 的 几何 性 质 
时 :这 种 活动 标 架 是 一 个 十 分 便利 的 工具 。 


1. 求 曲线 ?7 一 《x(?),y(z), z(z)) 在 to。 处 的 团 线 与 法 平面 方程 . 
2. 设 曲线 C:r 一 r(x) 在 Po(t) 处 六 (0) Xr (i) 0. 
a) 证明: 在 _P， 邻近 的 曲线 C 上 取 二 点 _P 和 P,。 当 P, 和 
P; 治 曲线 独立 地 趋 近 于 P。 时 ， 这 三 点 所 决定 的 平面 的 
极限 合 于 C 在 P。 的 密切 平面 。 
b) 设 曲 线 C 在 P。 点 的 切线 为 !， 且 设 c 为 过 ! 和 P, 的 邻 
近 点 了 的 平面 。 当 P 沿 曲线 趋 近 于 P。 时 ,证 明 平 面 o 的 
极限 正好 是 C 在 _P 点 的 密切 平面 。 
3. 证明: 圆柱 螺 线 的 主 法 线 与 它 的 轴 正 交 、 而 从 法 线 则 与 它 的 轴 
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pp bl 


Di 一 了 


相交 于 定 角 . 
$3. 曲率 与 挠 率 


设 r+ ~ r(s) 是 曲线 C 的 参数 方程 ， 
定义 称 《(s) 一 |r”(s)| 为 曲线 C 在 :点 的 曲率 。 当 人 7) 


关 0 时 ,其 倒数 p(s) 一 和 称 为 曲线 在 * 点 的 曲率 半径 ， 


当 Yr"(s) 天 0 时 ,从 上 一 节 知 道 , 在 曲线 C 上 :点 附近 存在 活 
动 标 架 {r()3 T(s), Ms), B(s)}. 

对 已. 了 一 0 求 导 的 结果 是 B .了 一 0. 又 因为 B 是 单 
位 向 量 , 所 以 B . B 一 0， 因此 B' 平行 于 从 

定义 设 ” 关 0， 则 由 B'(s) = 一 tr(s)N(s) 所 确定 的 函 
数 r(*) 称 为 曲线 在 * 处 的 挠 率 。 

为 了 说 明 曲 率 和 挠 率 的 几何 意义 ,我 们 先 证 明 

命题 1 设 曲线 C:r 一 r(*) 的 每 点 有 一 个 单位 向 量 a(s) 
(图 2-5)， 如 果 它 是 ;的 可 微 的 向 量 函 数 , 则 有 


. . iA0 
la(s)| 一 lim |， 
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其 中 A8 表示 als 十 Ar) 与 a(s) 的 夹 角 . 
证 明 因为 向 量 a(*) 和 als 十 As) 都 是 单位 向 量 并 且 其 夹 
角 为 A9, 所 以 
Ag 


laGs 十 Ar) 一 as)| = 2 sin 区 


因此 
_ Ab 
laG + A)—a()| “sn 
[Ar| [as 
Ab 
-一 2 .1A61 
A0 ie | 


2 


当 1As| 一 0 时 ,由 于 aks) 的 连续 性 ，A6 一 0。 对 上 式 取 极 
限 , 即 得 要 证 明 的 结论 ， 

根据 命题 1, 我 们 可 用 |T'()| 一 ir”(s)| 来 表示 曲线 在 其 
两 邻近 点 s,s 十 As 的 两 切 向 量 T(s), Ts 十 Ar) 之 间 的 夹 角 
与 Ar 之 比 当 As 一 0 时 的 变化 情况 , 它 度量 了 曲线 在 其 两 邻近 
点 的 著 向 量 的 夹 角 对 缴 长 的 变化 率 ,就 是 说 , 它 表 达 了 曲线 的 弯曲 
度 . 同样 ， 挠 率 的 绝对 值 度量 了 曲线 在 其 两 邻近 点 的 从 法 向 量 的 
夹 角 对 弧 长 的 变化 率 . 

命题 2 直线 (或 直线 段 ) 的 特征 是 曲率 0. 

证 明 直线 以 其 张 长 为 参数 的 方程 是 r(s) 一 as 十 5， 其 中 
a 为 直线 的 方向 的 单位 向 量 , 5 为 任 一 常 向 量 。 于 是 不 一 | 六 (2)| 
一 0，。 肥 之 ， 从 《we 0 得 rs) 一 0. 从 中 立即 解 得 f(s) 一 
as 二 65， 其 中 a, 8 为 常 向 量 , 而 且 a 是 单位 向 量 . 

命题 3 曲线 是 平面 曲线 的 充 要 条 件 是 曲线 上 每 一 点 的 找 率 
都 为 零 , 

证 明 ”如果 曲线 r(s) 位 于 某 平面 上 ,该 平面 的 法 向 量 为 B， 
那么 (r(s) - r(0)) 。 B, 一 0。 两 边 求 导 后 得 到 T. B, U, 再 
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求 导 得 到 T'. B= 0。 因此 人 ,WN, 与 为 都 垂直 。 这 说 明 
B, 与 曲线 的 从 法 向 量 召 平 行 .这样 召 作 为 平行 于 常 向 量 B, 的 
单位 向 量 , 所 以 它 是 党 向量: 尼 一 0， 即 zx 一 0. 
反 过 来 , 当 T 三 0 时 ,在 巳 0 的 前 提 下 ,我 们 有 B = 0, 所 
以 8B 为 常 向 量 B8,, 因而 
(r(s).: B.) =T(s).: B= 0, 
即 r(s). 如 ,为 常数 ， 于 是 
r(s). B, = 7r(0). B,, 
即 
(r(s) — r(0)): B,= 0. 
所 以 _r(s) 常 在 一 张 通 过 定点 r(0) 而 以 B, 为 法 向 量 的 平面 
a 
一 般 称 非 平面 曲线 为 找 曲 线 . 
当 曲 线 改 变 定 向 时 ,曲率 与 挠 率 都 不 变 。 事 实 上 ,此 时 弧 长 参 
数 了 一 5 一 ;二 一 ds， 因 此 切 向 量 了 反 向 ,而 TY 不 变 , 从 
而 曲率 不 变 ;又 从 了 反 向 和 主 法 向 量 不 变 得 知 从 法 向 量 B8 也 反 
同 , 从 而 B 不 变 , 于 是 拨 率 不 变 . 
当 曲 线 C 具有 一 般 参 数 上 的 表示 时 : 7 一 r(z)， 我 们 罗列 有 
关 的 计算 公式 如 下 : 


dr 3 


| dr ?4 dr 

a 2 3.1 

Ce) | dz a dz | (31) 
dr dr or) | dr ad‘r|’ 

T(2) = 1 一 一 一 一 一 一 一 一 X 一 一 | 。 3.2 

C2) ( dr dt a dr de’ | (3.2) 


对 公式 (3.1) 和 (3.2) 的 验证 留 作为 读者 的 习题 . 

最 后 ， 我 们 指出 曲率 与 找 率 同 曲 线 参 数 和 空间 直角 坐标 系 的 
选取 都 是 无 关 的 ,因此 它们 都 是 曲线 的 几何 不 变量 , 

例 1 求 椭 贺 r(z) = (acosi, 5 sin:, 0) 的 曲率 和 挠 率 . 


解 =— (—asint, bcost, 0), 
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开 | ~V qisin’ 十 bcos't 六 1， 


因此 * 不 是 弧 长 参数 
dar 
dr’ 
dr 
—— = (4sint, —b cosit, 0), 
dr: 


一 《一 0cosl!, —b sins:, 0), 


dr dy 
py 7 《 ， ab), 


代 和 人 (3.1) 和 (3.2), 计 算 后 得 到 
ab 
人 


由 此 可 见 ,区 的 曲率 恰 为 贺 半 径 之 倒数 . 
例 2 求 圆柱 螺 线 +r 一 (4 cos9, asin0, 580),， 4 一 0， 一 oo 
< 6 < co， 的 曲率 和 找 率 ， 


"0 


解 = (—4 sinO, acos0, 5), 
z 
人 一 〈 一 acos6, —a sin0, 0)， 
1 


3 
-= (asin0, —acos0, 0)， 
1 


12 -一 一 一 -一 
实 | Es a’ 十 六 
dz | 
2 
和 5 ~= (ab sin0, —ab cos0, a’), 
f i 
dr x 47 
dt dr 


代入 (3.1) 和 (3.2) 并 化 简 ， 
[4 


一 ab + at. 


a 
由 此 可 见 , 圆 柱 螺 线 的 曲率 与 挠 率 都 是 常数 。 
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习 题 

1. 证 明 一 般 参 数 下 的 曲率 公式 与 挠 率 公 式 (3.1) 与 (3.27。 

2. 证 明 曲 率 和 挠 率 都 不 依赖 于 参数 和 空间 直角 坐标 的 选取 . 

3. 求 平面 曲线 在 极 坐 标 方程 给 定 下 的 曲率 的 表达 式 ， 

4. 设 了 是 空间 曲线 C 上 任何 一 点 。 在 它 邻 近 取 二 个 点 P” 和 P ， 
由 P,P' 和 P” 三 点 一 般 决 定 一 个 贺 。 当 P' 和 P” 独 立地 
沿 C 趋 近 于 了 时 ,上 述 圆 的 极限 称 为 曲率 圆 , 它 的 中 心 称 为 曲 
率 中 心 。 试 证 点 的 曲率 半径 丛 等 于 点 曲率 加 的 半径 . 

5. 当 半径 为 < 的 圆 在 一 定 直线 上 无 滑动 地 转动 时 ， 这 贺 上 一 点 的 
轨迹 称 为 摆 线 ， 它 的 方程 是 

r= (a0—asin0,a—~— acos0, 0), 


在 摊 线 上 取 9 一 的 对 应 点 作为 量 弧 长 的 起 点 /一 0 时 ,证 


一 一 -一 -一 一 ，5 = —4a cos 2 
2 


6. 证 明 贺 柱 螺 线 的 曲率 中 心 轨迹 也 是 圆柱 螺 线 。 
$4. Frenet 公 式 


曲线 在 每 点 都 有 一 个 Frenet 标 架 ， 它 是 单位 正 交 的 右 旋 标 
架 , 所 以 可 用 它 来 作 新 的 直角 坐标 系 的 标 架 ,并 用 这 个 新 的 直角 坐 
标 系 来 研究 曲线 在 这 一 点 邻近 处 的 性 质 。 为 此 ， 我 们 必须 研究 在 
两 个 邻近 点 :和 :十 Ar 处 的 两 套 Frenet 标 架 之 间 存 在 怎样 的 
变换 关系 , 当 As 一 0 时 ,这 就 相当 于 要 研究 TT(s), N'(s), B'(s). 
由 主 法 向 量 、 从 法 向 量 、 曲 率 和 挠 率 等 的 定义 立即 得 出 
T= 7r"” = kN, B= —rthN,. 
其 次 从 NN 一 B x 得 到 
N=BxT-+BxT=—*NxT+ABxN 
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一 ee rB. 


1 一 AN 
N=——kT. +trB, (4.1) 
B' 一 一 7 从 


”现在 我 们 来 考察 挠 曲线 在 其 一 点 Ps 邻近 的 形状 。 为 此 取 
Po。 点 的 Frenet 标 架 , 且 不 妨 设 P, 点 的 弧 长 :一 0 将 曲线 的 参 
数 方程 x = r(s) 中 的 向 量 肖 数 展开 为 Taylor 级 数 


r(r) 一 r(0) 十 sr (0) 十 二 r…(0) 
+ 车 7 (0) 十 孜 ， (4.2) 


其 中 R 为 :的 高 阶 无 穷 小 量 。 由 Frenet 公式 (4.1) 得 到 
rT” (s) = (Ts)) = (KN) = KN+AN 
“= kN-+ k(—kT + 7B) 
一 —kT + kN+ krB, 
并 且 考 虚 到 rc) 一 了，r”(s) 一 KN， 将 这 些 关 系 式 一 起 代 人 
(4.2) 式 得 到 


iT (， 本 tho) T(0) 
+ (2 RC0) 0 + | NMCO) 


由 过 (0)7(0)B(0) 十 R. (4.3) 


这 样 ,曲线 在 P。 点 附近 的 一 点 P(s) 关于 P。 点 的 Frenet 
标 架 的 坐标 可 展开 为 


*) ~ — ME + R,, 


y(s) 一 人 十 和 + Rys (4.4) 
2(5) =—= A(O)r(0) ”十 R,。 
6 
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其 中 尺 = (Re，R,，R:)，(4.4) 式 称 为 Bouquet 公式 , 或 称 为 曲 
线 在 P。 的 邻 域内 的 局 部 规范 形式 . 

因此 ,在 密切 平面 x = 0 上 ,曲线 在 P。 点 近 傍 限于 二 阶 无 穷 
小 范围 而 被 看 成 抛物 线 ( 图 2-6) 


Y mg， 
AKC0) ， 

y 2 5。 
WN 

T 
2-6 
8 
B 
5 1<0 

图 2-7 


由 此 可 见 ， 主 法 线 的 正 向 是 指向 曲线 四 进 的 一 侧 ， 同 样 ， 在 从 切 
平面 ?> 一 0 上， 曲线 的 形状 三 阶 近似 地 被 看 为 一 条 三 次 曲线 《图 
2-7) 


Y 一， 


,~ 《C070) ， 
a 


最 后 ,在 法 平面 * = 0 上 ,曲线 的 形状 三 阶 近似 于 一 条 半 立 方 抛物 
线 (图 2-8) 


® 3 * 


_ ko) ， 


》 一 一 人 8 


A(0)r(0) ， 
Wy 


消去 :后 得 到 
2 27°(0) 3 
2 多 
9k(0) 
8 8 
NM N 
$0 ?<0 
图 2-8 


从 上 面 的 分 析 还 可 以 看 出 近似 曲线 字 过 法 平面 和 密切 平面 ， 
但 不 穿 过 从 切 平 面 。 如 果 约 定 妃 的 正 向 为 密切 平面 的 正 侧 ， 那 么 
当 z>0 时 ,曲线 沿 弧 长 增加 方向 穿 过 密切 平面 指向 正 侧 ; 而 当 
Tt 之 0 时 ,情况 则 相反 . 

下 面 再 举 几 个 例子 来 说 明 Frenet 公式 的 应 用 . 

例 1 若 曲 线 的 所 有 切线 通过 定点 , 则 曲线 必 为 直线 ， 

证 明 取 定 点 为 坐标 原点 。 设 所 求 曲 线 为 7? 一 r(s)。 由 假 
设 它 满足 条 件 

r(s) = 1(7)7 (5)。 
两 边 对 求 导 得 
T(s) = VOTCs) 十 10)KC)ANCG)， 
因此 
1(sORCs) 一 0. 

然而 4(s) 天 0， 所以:) 和 = 0， 即 曲线 为 直线 . 

例 2 设 曲 线 Ci 的 主流 线 都 是 男 一 条 曲线 Ca 的 从 法 线 ， 
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那么 C， 的 曲率 和 找 率 rt， 必须 满足 下 列 方程 
RR == 4(K? 十 7?), (4.5) 
其 中 4 为 常数 ， 
证 明 设 C， 的 参数 方程 为 六 一 ri(5)， 其 中 5 为 C, 的 
弧 长 。 那 么 C; 的 参数 方程 可 写 为 
mr) = rs) + 4s)N(s), (4.6) 
苯 中 s 不 一 定 是 C， 曲线 的 弧 长 ， 
设 C， 的 弧 长 为 ssp。 对 (4.6) 二 边关 于 ” 求 导 得 到 


T,(#) = [1 — MOT, + 4N, + 45.B,] 人， (4.7) 
$2 


由 假设 人 平行 于 B,, 在 (4.7) 二 边 点 乘 以 使 左 端 为 零 , 所 以 


2 
ds, 
这 意味 着 4 为 常数 。 这样 ,(4.7) 化 为 
Ts) = [1 — Mh)T, + 41.B,] (4.8) 
现在 ,我 们 不 妨 假定 
T, = cosOT, + sin0B,, (4.9) 


比较 (4.8) 和 (4.9)， 


(1 一 人) 0 cosb ， 1 六 = sing， 
ads; ds, 


所 以 
(1 — 4%,)sin0 — ttcos0 = 0, (4.10) 
对 (4.9) 二 边关 于 s 求 导 ,我 们 有 
kN. _ ds, N 
ds, 


+ (cos0B., — sin OT.,) -此 


两 边 点 乘 从 , 并 考虑 到 从 和 8 
kicoso 一 misinO == 90. (4.11) 
A(41047R(4.117 就 得 到 历 帮 让 有 明 的 (4 


习 题 


! .如果 曲 线 的 所 有 密切 平面 都 通过 定点 ,那么 此 曲线 是 平面 曲线 . 

2. 如 果 曲 线 的 所 有 法 平面 都 通过 定点 ?那么 此 曲线 是 球面 曲线 . 

3. 设 两 条 曲线 C, 和 C; 的 点 之 疗 有 这 样 的 对 应 关系 。 使 得 对 应 
点 的 切线 平行 。 证 明 它 们 在 对 应 点 的 主 法 线 和 从 法 线 也 分 别 
平行 。 z 

4. 证 明 : 除 直 线 外 ， 一 条 曲线 的 所 有 切线 不 可 能 同时 是 另 一 条 曲 
线 的 切线 。 

5. 证 明 : 若 两 条 曲线 可 建立 这 样 的 对 应 ， 使 得 对 应 氮 的 从 法 线 重 
合 , 则 这 两 条 曲线 或 者 重合 ,或 者 都 是 平面 曲线 . 

6. 如 果 两 条 曲线 C， 和 C: 的 点 之 间 可 以 建立 这 样 的 对 应 关系 ,使 
得 它们 在 对 应 点 的 主 法 线 重合 , 则 称 C， 和 C; 为 Bertrand 曲 
线 。 证 明 曲 线 C， 和 5: 的 下 列 性 质 : 
a) 曲线 C， 和 C: 的 对 应 点 之 间 的 距离 是 常数 
b) 曲线 C， 和 C: 的 对 应 点 的 切线 交 成 定 角 ; 
c) 每 一 条 曲线 的 曲率 和 挠 率 有 下 列 关 系 


asinG .k++acos0 .rT = sing, 


其 中 4 是 曲线 C， 和 C: 的 对 应 点 之 间 的 距离 。 而 9 是 对 应 
点 切线 间 的 夹 角 ， 


$5 平面 曲线 


在 本 章 第 三 节 ， 我 们 证 明了 一 个 命题 : 曲线 为 平面 曲线 的 充 
要 条 件 是 它 的 挠 率 处 处 为 零 。 这样 ， 不 妨 选 取 曲 线 所 在 的 平面 为 
XY 平面 ,于 是 它 的 参数 方程 为 
== x(t), 
y = 》()。 
对 平面 曲线 当然 可 以 和 空间 曲线 一 样 建立 Frenet 标 架 ,这 时 主 法 
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图 2-9 


向 量 在 曲线 所 在 的 平 而 内 且 指 向 曲线 凹 侧 (图 2-9)。 如果 曲 线 包 
含 抛 点 Po，P 和 P 从 P。 的 两 旁 趋 于 P。 时 ， 主 法 向 量 鸭 极 
限 有 不 同 的 方向 ,因此 ,对 平面 曲线 的 活动 标 架 要 稍 作 变更 , 
设 曲 线 C 用 弧 长 :表示 的 参数 方程 为 
f — x(;), 
y = y(s); 


x 十 y” 一 1， 
xx + yy = 0, 
后 一 方程 可 写成 


于 是 存在 太 使 
i Ry 
1 i SY 
现在 , 记 NV 一 (一 乡 ,x')， 并 注意 到 T = (x’, y'), 于 是 把 (5.1) 
式 写 成 向 量 形式 7" 一 ,NN， 同 时 
N, = (—y", x) = (—hbr, —by) 一 一 三 
这 样 ,我 们 有 
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中 一 本 


bq 


£ re rr p » py re » 
中 em 1 入 y 和 i YY > I y 
ct 2 


1 十 CC) * 十 》 
另 一 方面, * 一 V x? 十 y?; 这 样 ,我 们 得 到 了 平面 曲线 r( 人 一 
(x(),y(2)) 的 相对 曲率 的 公式 如 下 ， 
et (5.3) 


例 求 平 面 上 相对 曲率 等 干 常数 的 井 线 ， 
解 ” 设 曲线 的 方程 为 + 一 r(;)， 其 中 :是 弧 长 。 那么 根据 
平面 曲线 的 Frenet 公式 (5.2) 


三 一 和 从 ， 
Ww ~ 7, 


其 中 ,为 常数 ,我 们 有 
(r+iN)-T-T=0. 
k 


所 以 : 
r 十 二 N r,, 
妈 
|r 一 ro| 
这 说 明 所 求 的 曲线 为 圆周 。 
习 题 


1. 求 下 列 平面 曲线 的 相对 曲率 (假定 弧 长 : ;的 增加 方向 合 于 参数 
t 的 增加 方向 ). 
椭 较 > 一 (acosi,pbsinl)，a >>b> 0, 
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双 则 线 > 一 (acht ，pshti)。 

抛物 线 下 (2 2 )。 

摆 线 ?一 a(t 一 sin!, 1 一 cosit), 

悬 链 线 r 一 人 (,， 中 工 ) 

中 物 线 7 一 (acos$, aln(sech + 区 由) — asing), 


0< <=. 


2. 如 果 曲 线 的 切线 都 同 某 一 平面 平行 ,证 明 曲 线 是 平面 曲线 . 

: 设 曲线 7,(z) 的 各 点 在 曲线 7.(#) 的 对 应 点 的 切线 上 , 而 且 在 
对 应 点 的 两 切线 相互 正 交 , 则 称 m(2 为 ri(z) 的 浙 伸 线 ,而 
rz) 则 称 为 me) 的 渐 缩 线 。 若 曲线 r.(s) 的 缴 长 是 ,证 
明 


CD 


rs) 一 Ti) 十 (CC — oT,(), 
其 中 Cc 为 常数 ， 
4. a) 求 圆 的 渐 伸 线 ; 
b) 求 查 贺 的 渐 缩 线 。 
5. 设 曲线 r(s) 的 弧 长 是 s, rn,(s), 7.(s) 是 r(s) 的 两 条 不 同 的 
渐 伟 线 。 证 明 : 要 使 m(*) 与 m(*) 成 为 Bertrand 曲线 偶 ， 
r(s) 必须 是 平面 曲线 ; 反 过 来 ,也 成 立 。 


$ 6. 曲线 论 的 基本 定理 


当 给 定 一 条 曲线 时 ， 我 们 可 以 确定 其 各 点 的 曲率 和 抗 率 。 从 
Frenet 公式 看 出 ,曲线 的 曲率 和 挠 率 反 映 了 Frenet 标 架 的 变化 情 
况 和 曲线 在 一 点 附近 的 大 臻 形状。 这样 ， 我 们 很 自然 地 提出 曲线 
的 曲率 和 挠 率 是 否 完全 决定 一 条 曲线 的 问题 。 也 就 是 说 ， 预 先 给 
定 二 个 满足 某 些 性 质 的 函数 时 ， 是 否 存 在 一 条 分 别 以 这 二 个 冰 数 
为 曲率 和 挠 率 的 暴 线 ; 如 果 这 样 的 曲线 存在 ,是否 唯 一 。 这 就 是 从 
曲线 论 的 基本 定理 要 作出 回答 的 问题 。 
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为 证 明 曲 线 论 的 基本 定理 ， 我 们 首先 叙述 下 列 常 微分 方程 组 
的 解 的 存在 唯一 性 定理 , 它 的 证 明 可 用 通常 的 逐次 逼近 法 得 到 、 

设 Ci (7 一 1 2) 是 区 间 [a,5] 上 定义 的 2” 个 
连续 通 数 , 那么 以 u; 为 未 知 图 数 的 > 个 线性 常 微 分 方程 组 

2 5 2, Ci 人 CE 

对 任意 初始 条 件 w(0) 一 好 有 唯一 解 . 

空间 曲线 论 的 基本 定理 设 《(;) > 0 和 #(s) 在 区 间 [a, 6] 
上 是 连续 可 微 函 数 ， 那么 必 存 在 一 条 以 弧 长 :为 参数 的 正则 曲线 
r(s)， 使 它 的 曲率 #(s) 和 挠 率 r(s) 分 别 等 于 预先 给 定 的 函数 
k(s) 和 z(s); 又 若 给 定 了 初始 标 架 {ro; T,, 及, B,} (其 中 工 ， 
以 ，B。 为 相互 正 交 成 右 旋 的 单位 向 量 ) 后 ， 则 存在 唯一 的 一 条 曲 
线 r(s), 使 它 的 曲率 为 8(5)。 挠 率 为 z(s), 旺 在 := 二 0 处 的 
Frenet 标 架 正好 重合 初始 的 标 架 . 

证 明 考察 常 微分 方程 组 


有 RCs)N(s), 


(6.1) 
2 一 一 KTC) +i()B(), 


人 —z(s) Ns), 


其 中 +, T, NN, B 都 是 :的 向 量 值 未 知 函数 ， 如 果 改 写成 普通 数 
量 函数 的 形式 , (6.1) 可 看 成 含有 12 个 未 知 函 数 的 常 微分 方程 组 . 
首先 看 (6.1) 的 后 面 三 个 方程 组 构成 的 含 9 个 未 知 函数 的 方程 组 


丰 3 
Ci Gk l, 2,3) (6.2) 
1 二 1 
其 中 
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根据 所 引 的 常 微分 方程 组 存在 定理 ，(6.2) 对 初始 条 件 (ni(0)， 
«(0), ui(0)) = TC0), (Cu3C0), 12(0), #3(0)) = N(0), (nu:(0), 
u(0), xz3(0)) 一 B(0) 有 唯一 解 ,其 中 《TC(0), NC(0), B(0)) 构 
成 相互 正 交 单 位 向 量 的 右手 系 。 现 设 这 组 解 为 (tn, wu, w), 我 们 
证 明 它 们 都 是 单位 向 量 , 相 互 正 交 且 构 成 右手 系 ， 

实际 上 , 按 (tm, tw, mw) 所 满足 的 方程 ,容易 得 到 


: A 人 > [Ci wi) 十 CE * wx)] 
kl 


(i, f== 1,2,3), (6.3) 
放 又 是 一 个 以 wu; ui 为 未 知 函 数 的 常 微分 方程 组 ,根据 常 微分 方 
程 组 解 的 存在 上 唯一 性 定理 ， 它 对 给 定 的 初始 条 件 有 唯一 组 解 。 而 
ui(0):. uj(0) 一 6;， 据 Ci; 的 反 称 性 知 5;; 满足 初始 条 件 及 方 
程 (6.3), 所 以 gy wu 一 31， 这 就 证 明了 (ww， my， ws) 是 正 交 单 
位 向 量 旦 构成 右手 系 。 
现在 ,作曲 线 


(5 ) = 7 十 | u(t) dt, | (6.4) 
那么 (6.4) 就 是 (6.1) 满 足 初始 条 件 的 唯 ” 解 ， 
下 面 来 验证 (6.4) 满 足 定理 的 要 求 ， 
首先 ,从 四 一 斌 是 单位 向 量 知 ;是 弧 长 参数 ，w, 是 切 向 
量 


m= TT, 
其 次 ,关于 :， 求 导 上 式 的 两 边 , 并 考虑 到 方程 (6.2) 和 曲线 的 Frenet 
公式 ,我 们 得 到 
Ru, 一 kN, 
因 ww 和 WV 均 为 单位 向 量 以 及 《二 0, 有 > 0， 立即 有 大 一 天 
如 一 NN， 从 而 也 有 ws 一 B. 
最 后 ,关于 * 求 导 上 式 的 两 边 , 便 有 
一 FA 一 一 TAN 


所 以 z =F。 定理 证 毕 , 

根据 曲线 论 的 基本 定理 ,曲线 除了 它 所 在 的 位 置 以 外 ,是 唯一 
地 决定 于 它 的 曲率 和 搁 率 的 。 换 言 之 ,如 果 有 二 条 曲线 r.(s) 和 
r:《s) 在 弧 长 参数 ， 相同 的 点 具有 相同 的 曲率 和 挠 率 , 那 么 这 两 条 
曲线 经 过 运动 《由 旋转 与 平移 组 成 ) 一定 会 重合 。 事实 上 ， 设 
{r.C0); T.(0), N.(0), BI(0)} 和 {r,(0); 70), NC0), B,(0)} 
分 别 是 曲线 rm) 与 f(s) 在 :二 0 点 的 Frenet 标 架 。 那么 用 
这 样 的 一 个 运动 使 {r.(0); T.(0), 和 VM(0), B,(0)} 重合 于 {r.(0); 
(0)，NM(0)，B.(0)}， 因 而 r,(s》 被 移动 到 新 的 f(s)。 可 是 
Kls) 与 TQs) 在 运动 下 不 变 , 且 根据 曲线 论 基本 定理 这 两 条 曲线 
必 重 合 rels) 于 ri(s)， 这样, 我 们 称 

R= Rk(s), T = T(s) 

为 曲线 的 自然 方程 ， 因 此 ,曲线 除了 空间 的 位 置 以 外 ,完全 决定 于 
它 的 自然 方程 . 

下 面 举例 说 明 曲 线 论 基本 定理 的 应 用 . 

例 1 求 曲 率 和 挠 率 均 为 常数 的 曲线 ， 

解 ”根据 本 章 第 三 节 例 2， 圆 往 螺 线 

r== (acos0, using,250) (a> 0,.—%0<0<%) 


的 曲率 和 挠 率 为 
《一 一 


pb 
gy 
a 十 如 a (+b 
册 此 ,对 给 定 的 常数 《二 0 和 fr, 令 


由 此 ,作出 圆柱 蚜 线 的 方程 ,再 根据 曲线 论 基 本 定理 ， 它 除了 运动 
以 外 是 唯一 确定 的 ,这 样 就 得 到 了 所 求 的 曲线 ， 
容易 看 出 ,圆柱 螺 线 的 切线 与 圆柱 轴线 夹 定 角 . 一 般 地 ,如 果 一 
条 曲线 的 切 向 量 与 一 固定 方向 交 于 定 角 , 则 称 此 曲线 为 一 般 螺 线 ， 
例 2 ”出 率 不 等 于 去 的 空间 曲线 r(*) 要 成 为 -- 般 螺 线 的 充 


es 4] 。 


要 条 件 是 一 C (常数 )。 


证 明 ”如果 r(*)》 为 一 般 螺 线 ， 那 么 它 的 切 向 量 了 与 一 加 
定单 位 向 量 wu 成 定 角 6， 即 
7(r) :uu= cos0 (0 委 9 一 )， (6.5) 
其 中 u 为 单位 常 向 量 。 关 于 s 求 导 上 式 ,而 且 考 虑 到 《六 0， 我 
们 有 


N(Gs).u= 0. (6.6) 
(6.5) 和 (6.6) 表 明 z | 
u= cos0T(s) + sin0B(;), 

即 

u': B(s) = sing0., (6.7) 
将 (6.6) 的 两 边关 于 * 求 导 ， 

ul(—kT 十 TB) = 0。 

从 (6.5) 就 得 到 


一 ctg9 《常数 ). 


反之 , 如 果 /一 C (常数 ), 取 0 <9 < x, 使 C 一 ctg9， 
6 为 常 值 ， 令 & 一 cos67 十 sin06B， 容 易 验 证 w 一 0, 且 
了 .wu 一 cos9， 即 曲线 切 向 与 常 向 量 wu 夹 定 角 . 证 毕 . 

如 果 将 一 般 螺 线 r(s)(s 为 弧 长 参数 ) 沿 该 固定 方向 a 投影 
到 任 一 与 & 垂直 的 平 丰 上 ,我 们 就 得 到 一 条 平面 曲线 F(s) (s 不 一 
定 是 F(s) 的 弧 长 参数 )。 

例 3 上 例 中 的 r(s) 与 F(s) 在 对 应 点 的 主 法 向 一 致 , 它们 
的 弧 长 之 比 为 常数 ,而 且 二 曲率 之 比 亦 为 常数 。 

证 明 不 妨 设 过 坐标 原点 ,以 固定 方向 u 为 法 方向 的 平面 为 
3， 它 的 方程 是 

2 P 一 0， 
其 中 p 为 平面 上 的 坐标 ， 设 r(*) 在 2 上 正 投影 为 8(:),， 那么 
iF(5) 一 r(s) = ilu, 
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四 在 之 上 ， 上 式 了 两边 数 乘 x， 考虑 到 u 为 单位 向 量 , 因此 


4.=—7?.: wu 


F(5) = 7(5) — (rs) ， uu, (6.8) 
将 (6.8) 两 边 对 * 求 导 得 到 
到 一 了 一 cosgu，0 一 6 一 = 为 常数 ， 
据 此 即 得 
5 一 Sing， (6.9) 
又 
T= 一 (7 一 cosgr)/ sin6， 
再 对 * 求 导 得 
XN = kN/ sing 二 一 《Asin“0， 
由 此 立即 看 出 
和 一 2 N=N. 证 毕 (6. 10) 


最 后 ,我 们 再 举 一 个 在 天 线 设计 中 很 有 用 的 圆锥 对 数 螺 线 ， 


例 4 在 半 顶 角 为 w 的 圆锥 面 上 的 圆锥 对 数 螺 线 的 方程 为 


r(0) = poexp (Se ) ( sinacosO, sine sinQ, cosa), 


IgA 
其 中 p。 和 8 都 是 常数 。 它 在 任 一 点 的 切线 与 过 该 点 的 母线 夹 定 
角 ， 
事实 上 
Cr sin sin’a cos 
-0 6 有 
GD pep 人 外 tgp 
一 sinasing sin csin 0 
3》 tgA 
+ sinacos0， se), 
tgp 
所 以 ， 


| me 十 poexp 后 二 )sina/ sin 8， 


这 样 曲线 的 切 向 与 贺 锥 的 轴 向 (0, 0, 1) 的 夹 角 方 向 余 苞 为 常数 
土 coswccos6。 所 以 上 述 方 程 所 表示 的 曲线 为 一 般 螺 线 。 

通过 圆锥 面 上 任 一 点 的 母线 方向 是 r(9)， 它 与 该 点 曲线 切 
向 夹 角 的 方向 余 纺 ,不 难 计算 得 


dr 
r(0). 5 -| cos8。 8 > 0, 
1r(9)| | oes 
ad0 


为 常数 ， 


习 题 
1. 叙述 并 证 明 平 面 曲 线 论 的 基本 定理 
2. 求 平面 弧 长 参数 曲线 ,使 它 的 曲率 《(*) 一 i 
3. 证明 一 条 曲线 > 一 r(s) 为 一 般 螺 线 的 充 究 条 件 是 


(天 rr) 一 0. 
4. 证 明 如 果 曲 线 具有 下 列 四 个 性 质 之 一 : 
1) 曲线 的 切线 与 某 一 党 方向 交 成 定 角 ; 
2) 曲线 的 从 法 线 与 某 一 常 方向 交 成 定 角 ; 
3) 曲线 的 主 法 线 同 某 一 平面 平行 ; 
4) 曲线 的 曲率 与 挠 率 之 比 为 常数 ; 
则 它 必 定 具 有 其 余 的 三 个 性 质 . 


$ 7.Cesaro 不 动 条 件 


下 面 介绍 Cesare 方法 。 利用 这 个 方法 可 以 解决 很 多 几何 问 

题 ， 设 曲线 C;r 一 r(s), 是 它 的 弧 长 参数 。 对 C 上 的 每 一 点 ， 

取 空 间 一 点 5*) 与 它 对 应 ， 随 着 r(s) 在 C 上 移动 ,点 Fr) 一 
。44 。 


般 也 机动, 而 生成 C 的 伴随 曲线 C:P 一 了 (s)， 我 们 考察 伴随 曲线 
也 是 光 交 曲线 的 情况 ， 为 了 表达 7(s) 的 位 置 ， 选 取 rC) 点 的 
Frenet 标 架 {r(s); TCs), NN(s), B(s)1， 那 么 
F(r) = 7(5) + ws TC) + ws NGC) 
+ us(s)B(s), 
其 中 {uls)，t(s)，ws(s)} 为 C 上 的 点 关于 C 上 相应 点 的 相对 
坐标 。 由 于 
FGs + Ar) 一 rr 十 Ar) 十 ol 十 Ac)8(0 + As) 
+ ws 十 Ar)ANG 十 Ar) 
+ ws tt As)B(s + As), 
从 这 式 减 去 前 式 的 时 候 , 晶 然 (uC5), tC5), (5)) 与 (5 十 Ar)， 
ui 人 kr 十 As), wls 十 As)) 并 不 是 关于 同一 标 架 的 点 的 坐标 ,很 明显 
地 成 立 
dF = dr + duT + udT + duNt+t wdN 
+ dwnB + udB, 
可 以 改写 它 为 下 列 形式 
ar 
5 


=r twuT+uT’+uN+tuN 
十 uiB 十 “3B', 
以 Frenet 公式 (4.1) 代 到 这 里 ,就 成 立 
= (1 + um kua)T + (ut ku— tu)N 
+ (ws 十 Tu,)B. 
如 果 置 
Et ul 了 Ru 十 1 ， 


6 , 
= t+ ku, 一 Tt? (7.1) 


ds 


终于 得 到 


T+ N+ 有 (7.2) 
ds ds ds ds 
当 曲 线 在 某 坐标 系 下 用 坐标 (uls), us), ua(s)) 表达 时 ,把 
;看 成 时 间 而 给 点 以 运动 ,我 们 知道 它 的 速度 决定 于 (- 弘 ，3， 


4 ]， 可 是 很 不 沽 巧 地 用 了 活动 标 架 , 各 瞬间 坐标 系 在 变化 ,所 以 
(各 do 
4 ds 


(各 ， 各 ，3 ) 恰恰 是 点 F(:) 的 速度 向 量 关于 Frenet 标 架 


{rs); T(s)，N(s)，B(s)} 的 分 量 。 换 句 话说 ， (4 2， 


他) 并 不 表达 点 P 的 速度 ， 但 是 〈7.2) 却 表达 了 ， 


4 表示 从 标 架 {r(s); T(s), Nl(s), B(s)} 所 看 到 的 点 F(s) 的 
相对 速度 ,而 《2 ，.2m，.2 ) 则 表示 从 同一 标 架 所 看 到 的 点 


7X(s) 的 绝对 速度 。 至 于 (7.1) 式 ,表达 了 这 些 相对 速度 与 绝对 速度 
之 间 的 关系 , 称 为 Cesaro 恒 等 条 件 . 
现在 考察 特别 的 情况 ,曲线 C 的 各 点 r(s) 的 对 应 点 Fs) 是 
固定 氮 。 这 时 因为 标 架 本 身 在 动 ，ui(s), uw(s), ws(s) 一 般 应 该 
是 :的 函数 。 为 了 F(s) 变 为 定点 , 它 的 绝对 速度 是 0， 即 满足 
Ui = Ru 一 1， 
Ui = 一 Ac 十 Ths, (7.3) 
ua = TU, 
它 称 为 Cesiro 不 动 条 件 。 这 是 静止 点 相对 坐标 应 该 满足 的 微分 
方程 . 
利用 平面 曲线 的 Frenet 公式 (5.2)， 一样 可 得 到 平面 曲线 的 
Cesiro 不 动 条 件 
-= ku,— 1, 
Wu 一 hn, 
下 面 举例 说 明 Cesiro 不 动 条 件 的 应 用 ， 
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(7.4) 


例 1 求 一 空间 曲线 为 球面 曲线 的 充 要 条 件 . 
解 ”球面 中 心 为 定点 ,所 以 它 关 于 曲线 的 Frenet 标 架 的 坐标 
xi tt 达 满 足 (7.3)., 而 且 球 面 的 半径 4 等 于 球面 中 心 至 曲线 
点 的 距离 , 即 
ui 二 二 w= a', 
对 它 两 边 求 导 , 且 考虑 到 (7.3) 式 ,容易 得 到 
Ui = 0 (7.5) 
它 表示 曲线 的 法 平面 经 过 球面 的 中 心 。 再 将 (7.5) 代 回 〈7.3) 立即 
得 到 


1 CR 
w= Kk, J 
以 及 
d 外 dR\ 
2 7.6 
> (2® 


其 是 天 二 为 曲率 半径 ， 


反之 ,如 果 (7.6) 成 立 ,那么 一 (0, R, 士 经) 满足 (7.3) 


ds 
式 , 妈 下 点 为 固定 点 。 忆 与 曲线 上 点 的 距离 平方 为 
:pl/dRY 
Cr a ) KR 


而 


2 f 
Ee a 
ds T ds \T ds 


这 里 已 用 到 (7.6) 式 。 所 以 曲线 因 其 上 任何 一 点 与 定点 已 有 定 距 
离 而 成 为 球面 曲线 。 这 样 , 我 们 得 到 了 球面 曲线 的 条 件 《7.6) 式 。 
上 一 节 ,我 们 考察 了 一 般 螺 线 , 它 满足 一 ctg9, 如 果 一 般 
螺 线 又 落 在 一 球面 上 , 它 的 曲率 和 挠 率 又 满足 (7.6) 式 ， 对 这 样 的 
曲线 有 下 列 有 趣 的 结果 . 
例 2 (Enneper 定理 )。 如 果 一 条 一 般 螺 线 落 在 某 球 面 上 , 则 
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在 其 定 方向 的 垂直 平面 上 的 正 投 影 必 为 外 把 线 ， 
证 明 由 一 般 螺 线 的 条 件 z = kctg9 代 人 (7.7) 


1 /aRYV 
2 i R’ 十 二 < ) 
其 中 。 是 球面 的 半径 ,得 到 
2 adaRY\ 
R: 十 R'ig0 (<E) pi 
das 
从 中 解 得 
dR 1 eS 
~ = ctgOV pop — R’, 
i Vp 
RdR -tg0 = ds, 
Vp —R’ 
积分 得 到 
了 mm —tg0Vp 一 R’， 
即 


R’ 一 po 一 ctgDy 
根据 例 3 中 的 (6.9) 和 (6.10), 我 们 有 
R’ = Risin'0 一 《pp 一 ctg’0s’)sin’0 
“= pisin’d 一 cos‘Qsin’0s 
== p'sin’0 一 cos’07, 


这 就 是 外 摆 线 的 自然 方程 
习 题 
1. 直接 推导 平面 曲线 的 Cesaro 不 动 条 件 . 


(7.8) 


(7.9) 


2. 求 这 样 的 平面 曲线 C:r 一 r(s), 使 其 上 的 点 r() 与 C 在 rs) 


的 曲率 中 心 了 的 连接 线段 党 被 一 定 直 线 所 平分 . 
3. 求 一 空间 曲线 ,使 其 密切 平面 常 与 定 球面 相 切 ， 


第 三 章 等 距 曲 线 
$1. 等 距 曲 线 


这 里 将 在 上 一 章 曲线 论 "的 基础 上 叙述 等 距 曲 线 (或 平行 曲 
线 ) 及 其 应 用 .许多 生产 实际 问题 可 以 归纳 为 求 一 条 已 知 曲线 的 
等 距 曲 线 。 
定义 ” 设 平面 曲线 了 上 的 每 一 点 P 沿 着 了 在 这 点 的 法 线 的 正 
(人 负 ) 方 向 移动 一 段 距离 a， 所 得 到 一 点 P。 的 轨迹 T。(T-.) 称 
为 了 的 内 (外 ) 等 距 曲 线 。 
已 知 了 的 方程 
r= r(s), 
其 中 :是 本 的 弧 长 参数 , 则 内 等 距 曲 线 T。 的 方程 是 
r, = r(s) + aNl), (1.1) 
这 里 As) 是 TT 的 单位 法 线 向 量 ,由 切线 向 量 了 到 NN 的 方向 是 
反 时 针 的 . 
如 杂 已 知 了 的 参数 方程 
一 zx(t)。 
y = yz)。 
则 


1 
N= -一 一 一 一 (一 >)， 
Vr 十 


也. 的 参数 方程 为 


rs = X(t)—a 


yy NE 
一 -一 一 一 
本 rx 十 y” 


y= y(t) +d ee 
x 十 


而 且 外 等 距 曲 线 了 -. 的 方程 为 
Xs x(#) 十 4 

V > ty 本 

?zt) 一 Se 

> 站 "J 元 


图 3-1 表示 了 的 两 条 等 距 曲 线 。T。 的 方程 是 (1.2)，T-, 的 方 
程 是 (1.3). 


图 3-1 
容易 证 明 NV 也 是 I。 在 P。 处 的 读 线 。 为 此 ,将 (1.1) 式 对 
“ 求 导 ,得 到 


rz(z) 一 mi0) 十 er)。 
应 用 平面 曲线 的 Frenet 公式 ,得 z 
res) = Ts) — akC)IT CS) = (1 — akCs)ITC). (1.4) 
显然 
N(s) : rs) — 0. 
这 说 明了 工 与 T。 的 对 应 点 的 联 线 PP。 是 它们 的 公法 线 、 从 而 了 
也 是 T。 的 等 距 曲 线 。 它 们 是 互 为 等 距 曲 线 的 。 也 可 以 说 它们 互 
为 Bertrand 曲线 ( 见 第 二 章 $4 习题 的 第 6 题 ) 在 平面 上 的 类 似 , 
为 求 I 的 相对 曲率 多， 设 % 是 它 的 弧 长 参数 ,而 且 r(s) 
与 f(s ) 是 对 应 点 。 对 了 和 T。 应 用 Frenet 公式 , 便 得 到 
T= AN (1.5) 


9 $0 。 


和 


2 一。 (1.6) 
因为 
了 了， N, 2 N, 
(1.6) 式 成 为 
,ds 
0 kWN, 
将 它 与 (1.5) 比 较 , 得 
和 
& ds, 
由 (1.4) 式 有 
dr, ds = ds 
T 0 Ye [1 k(s)] 2 T, 
ds 
区 [1 — ak(s)] 一 1， 
所 以 
Kk(s) 
tl) — ~. (1.7) 
相对 曲率 半径 
pas) = p(s) —a., (1.8) 


如 果 要 求 1。 上 不 出 现 奇 点 , 或 要 求 T。 与 了 有 相同 的 四 吓 
性 ,a 的 选取 应 该 有 一 定 的 限制 ， 
习 题 
1. 求 圆 的 内 外 等 距 曲 线 ， 
2. 椭圆 的 等 距 曲 线 是 不 是 椭圆 2 
3. 求 双 曲 线 . 


f『 = {cosa, 


i a (1 为 参数 ， d,s 0 为 常数 ) 


的 等 距 曲 线 ,使 对 应 点 之 间 的 距离 为 ~。 
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渐 开 线 的 方程 ”如 图 3-3 所 示 , 以 0 点 为 极点 ,以 连 线 04 为 
极 轴 建立 起 一 -个 坐标 系 。 设 B 是 渐 开 线 上 的 任意 一 点 ,(p, 9) 是 
它 的 极 坐 标 , 其 中 6 是 弧度 。 基 圆 半径 是 已 知 的 :04 一 0C 一 7。 
假定 和 B80C ~ a (弧度 ), 从 直角 三 角形 B0C 可 知 


p=——, BC=/itga, 


cosCc 
根据 新 开 线 的 人 性质， 
BC 一 AC = ,7(@ 二 0), 
所 以 
8 一 BC _。- iga— a, 
r 


最 后 得 到 渐 开 线 在 极 坐 标 系 下 的 参数 方程 


cosa” (2.1) 
Om tga— oa. 

给 定 “ 的 一 个 值 。 就 可 以 计算 P 和 9。 从 而 找到 渐 开 线 上 的 一 点 
(pe，2)， 必须 指出 ， 在 计算 中 和 6 都 要 用 弧度 表示 。 在 机 械 原 
理 中 , “ 称 为 压力 角 ， 井 a 一 叫做 0 的 渐 开 线 沙 数 , 记 为 inva， 
有 专门 的 渐 开 线 函 数 表 可 以 查看 . 

在 写 渐 开 线 的 直角 坐标 参数 方程 时 ,经 常用 人 40C 一 pg 做 
参数 ,9 和 = 的 关系 是 p 一 a 十 9, 并 从 (2.1) 式 得 到 

9 一 lgo, 

8 点 在 Ory 的 直角 坐标 〈r，?》) 可 从 (2.1) 求 得 : 


x 一 pcos0O 一 一 cos(p—a) 
cosa 


(cospcosa + sing sina) 


[-—— 


Coso 


= 7r( cosq + gy sin g ), 


yy = psind 一 
COS 


sin(p — a) 
a 


Ea 交 : 
w= —— (sing cosa 一 cosp sin a) 
cosC 


一 7(sing 一 9cosy)。 
所 以 渐 开 线 在 直角 坐标 系 下 的 参数 方程 是 
f = r(cosq + qsing), 
y= 7(sing — qcosp). 
式 中 ,是 参数 。 它 在 8B 点 的 切线 的 斜率 是 
下 dy _ _r(cosp— cosp+ psing) be. 


dr rr(—sing 十 sing + qcosg) 
所 以 它 在 8B 点 的 切线 和 OC 平行 ,或 者 说 和 BC 垂直 ,这 是 渐 开 
线 的 第 二 个 性 质 ， 渐 开 线 上 任意 一 点 的 法 线 和 基 圆 相 切 . 
渐 开 线 的 等 距 曲 线 也 是 渐 开 线 设 rr 和 T 是 同一 基 


圆 上 的 起 点 不 同 的 三 条 渐 开 线 、44 一 44 (图 3-4)， 过 C 点 作 
基 殴 的 切线 CB， 分别 与 T，T,,T, 交 于 B，B， 和 Ba。 根 据 源 
开 线 的 第 二 个 性 质 ， CB， 是 这 三 条 渐 开 线 的 公法 线 。 又 根据 渐 
开 线 的 第 一 个 性 质 


(2.2) 


* 34 。 


从 此 
-一 、 -一 -人 
BB m= CB te CB,= AC we AsC Ad;,s 
pn 


BB CB CBmAC— AC— 4.4. 
所 以 无 论 C 点 在 基 圆 上 怎样 变化 ，B;B 和 B88, 的 长 度 始终 是 一 
定 的 。 这 表明 , Tr， 和 T, 都 是 了 的 等 距 曲 线 。 换 句 话说 , 和 渐 
开 线 距离 为 44, 的 等 距 曲线 是 T， 和 T,。 它 们 也 是 和 了 一 样 
的 渐 开 线 ， 将 了 绕 o 点 适当 地 转 过 一 个 角度 就 可 以 得 到 它们 。 实 


际 上 ,这 个 角度 等 于 士 人 4， 这 是 渐 开 线 的 第 三 个 性 质 : 渐 开 线 


的 等 距 曲 线 是 和 它 一 样 的 渐 开 线 。 这 些 曲 线 仅仅 是 起 点 不 同 , 或 
者 说 ,仅仅 相差 一 个 角度 . 

由 于 渐 开 线 有 这 个 性 质 ， 所 以 把 横 截 面 为 矩形 的 砂 钢 片 弯 成 
渐 开 线 的 形状 时 , 它 的 两 边 都 变 成 相同 的 渐 开 线 。 一 片 片 形状 \ 大 
小 完全 相同 的 渐 开 线形 的 砂 钢 片 能 相互 紧 贴 、 中 间 不 留 一 点 空隙 
地 返 成 圆柱 形 的 铁 世 (参照 图 3-5). 


$ 3. 三 角 活 塞 旋转 式 发 动机 红 体 的 型 线 


旋转 式 发 动机 是 对 内 燃 机 结构 的 重大 改革 。 它 的 活塞 直接 作 
旋转 运动 ， 这 就 可 以 提高 转速 , 增 大 功率 ,并 使 结构 紧凑 ， 

如 图 3-6 所 示 , 中 间 的 形状 为 三 角形 的 部 分 是 旋转 活塞 , 它 始 
终 与 外 面 的 缸 体 型 线 接触 ， 低 体型 线 是 双 弧 外 摆 线 的 等 距 曲 线 . 

外 摆 线 ”外 摆 线 是 这 样 形成 的 : 假定 一 个 半径 为 的 攻 盘 
0, 沿 着 男 一 个 半径 为 RR 的 圆 O 滚动 (只 滚动 而 没有 滑动 ， 而 且 加 
0, 在 贺 0 的 外 面 ),P 是 国定 在 贺 盘 0, 上 的 一 点 。 这 时 0, 的 
轨迹 是 以 0 为 中 心 ，+ 十 R 为 半径 的 一 个 贺 ，P 点 的 轨迹 叫 外 返 
线 ”. 

1) 更 详细 的 分 类 是 : 当 P 点 在 贺 0， 上 时 ， 它 的 轨迹 称 为 普通 外 摆 线 ; 当 P 点 在 
圆 0, 之 外 或 内 时 ,分 别称 为 长 旺 或 短 粘 外 操 线 ,统称 为 变态 外 摆 线 . 
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图 3-7 


我 们 建立 如 图 3-7 所 未 的 一 个 平面 直角 坐标 系 。 设 深 动 开始 
时 ，0O, 点 和 P 点 都 在 x 轴 上 , 贺 0， 和 圆 0 在 其 上 的 4 点 和 B 点 
相 切 ， 当 圆 0， 滚 动 到 新 的 位 置 时 , 设 两 圆 在 了 点 相 切 。 令 
O,P cy 
记 
10BPB — a, 
LIO,A =— 0. 
因为 留 0, 在 加 0 上 作 沪 动 ,所 以 深 过 的 弧 长 相等 : 
Ra = 70， 


Rj 


Ge 
区 


P 点 的 轨迹 由 向 量 0 的 端点 P 描 出 ， 我 们 只 要 求 出 0P 的 
坐标 表示 式 ,就 可 以 得 到 P 点 的 轨迹 方程 ， 


由 向 量 的 加 法 知道 
OP ~ O00,+ 0,P, 
而 
00 (CR 下 aoiae (RD 
OP 
一 (ecos(I £) ai csin (1 年 及 je )， 
所 以 


x=(R+r)cosg 十 ecos (4 下 Cs 
7 


(3.1) 
y=(R+r)sine+t esin @ 十 本 jc 


就 是 外 摆 线 的 参数 方程 ,其 中 是 参 变数 ， 

P 点 的 运动 可 以 看 成 是 下 面 两 个 运动 的 合成 :一 个 是 它 随 圆 
0, 一 起 绕 O 点 的 公转 运动 ; 另 一 个 是 贺 0, 绕 中 心 0, 的 自转 运 
动 . “ 是 圆 0, 绕 0 点 公转 的 转角 . 设 w 是 加 0, 绕 中 心 0, 让 
转 的 转角 ,显然 


“~atom (1+2)s 
或 
亿 亿 
二 1 Cl 
1+ 7 十 R 


把 它 代 入 (3.1) 式 ， 就 可 以 得 到 外 摆 线 用 自转 角 a 作 参 数 的 方程 


fr 


r== ecos@t+(R+r)cos 


rR 


yy 到 csina 十 (R 十 rr) sin 了 十 页 Ci。 


红 体 的 理论 型 线 一 一 双 弧 外 摆 线 当 R 一 2+ 时 , 圆 0, 的 
局长 2xr 是 圆 2 的 周 长 2xR 的 一 半 , 所 以 圆 0O， 滚 动 两 周 后 回 到 
原 处 ,这 时 点 也 眼 着 回 到 原 处 ,因此 P 点 的 轨迹 是 一 条 封闭 的 曲 
线 , 而 且 它 由 两 条 对 称 的 弧 组 成 ， 因 此 称 它 为 双 弧 外 摆 线 (图 3- 
8). 

把 R 一 21 代入 (3.1) 式 ,就 可 以 得 到 双 弧 外 摆 线 的 方程 


EE = 3r cosc + ec cos30, (3.2) 
y(e) = 3r sina + esin3c， | 


式 中 一 O,P, 


图 ， 3-8 鳞 3-9 


负 体 的 实际 型 线 ”根据 技术 要 求 ， 实 际 型 线 是 双 缴 外 摆 线 的 
等 距 曲 线 ， 我 们 用 了 表示 双 弧 外 摆 线 。 实 际 型 线 是 的 外 等 距 曲 
线 D (图 3-9)., 

将 (3.2) 代 入 (1.3) ,立刻 得 出 T， 的 方程 


。5g 。 


xi(c) = x(a) 十 an,, 
es， 
其 中 
到 y'(a) 
一 z(e) 
V [ra 十 [Co 
当 *，。 和 4 已 知 时 ,就 可 以 按 下 列 公式 计算 红 体 的 实际 型 


7 


线 . 
对 给 定 的 < 计算 
f = 3r cosa 十 ecos3c， 


yy 一 3xrsinx 十 csin3c， 
“= 一 3 sina — 3e sin 30, 


y = 3 cosa + 3ecos 3a, 
入 
se 
Vx ‘十 y” 
和 
一 
My mm 
Vr’ 十 y"* 
xi omX 十 .42 
yy 人 y 48y, 


当 a 取 0 到 3 中 间 的 一 系列 值 时 ,就 可 以 算出 相应 的 《xi，y)， 
在 图 上 曾 出 一 系列 点 ,连接 起 来 就 是 实际 饶 体型 线 的 四 分 之 一 ， 


4 4 号 轮 型 线 计算 (实例 一 ) 


串 轮 机 构 是 由 凸轮 、 从 动 村 和 机 架 三 部 分 组 成 的 。 图 3-10 是 


一 种 号 轮 机 构 的 示意 图 . 
口 轮机 构 的 优点 ， 是 能 以 简单 的 机 构 使 从 动 部 件 按照 天 定 的 
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规律 运动 。 所 以 在 许多 机 械 装 置 中 ， 尤 其 在 自动 和 半自动 的 机 械 
装置 里 ,常常 要 用 到 凸轮 机 构 ， 

过 去 ,对 于 从 动 部 件 运动 规律 和 传动 机 构 都 比较 简单 的 目 轮 。 
多 数 是 采用 近似 作 图 法 或 测绘 已 有 的 凸轮 进行 仿造 。 随 着 从 动 部 
件 的 运动 要 求 和 精度 要 求 日 益 提高 ,以 及 传动 机 构 的 复杂 化 ,就 不 
断 提 出 新 的 凸轮 设计 任务 ， 计 算 机 将 辅助 我 们 完成 这 一 项 工作 . 

本 节 和 下 一 节 的 两 个 实际 例子 ， 都 是 用 求 等 距 曲 线 的 方法 计 
算 凸 轮 的 型 线 , 


图 ”3-11 


实例 一 图 3-11 示意 了 一 个 油泵 , 它 应 用 在 拖拉 机 发 动机 的 


燃油 系统 中 。 外 圈 是 一 个 内 凸轮 - 中 间 有 两 块 长 度 相等 且 相 互 垂 
直 的 渭 片 , 它 们 绕 固定 中 心 0 转 动 。 滑 片 的 顶部 是 半径 为 +, 的 小 
圆 弧 , 它 始 终 与 内 凸轮 相 切 。 滑 片 在 转动 时 受到 离心 力作 用 ,但 由 
于 内 凸轮 的 压制 , 它 的 运动 规律 就 被 确定 了 ( 指 径 向 的 移动 )， 两 
块 滑 片 和 内 西 轮 构 成 的 四 个 区 域 面积 的 增 大 和 减少 完成 了 吸油 和 
压 油 的 过 程 . 

滑 片 的 径 向 位 移 可 用 它 的 顶部 圆 弧 的 中 心 O， 到 固定 中 心 0 
的 距离 的 变化 来 表示 。 假 定 滑 片 从 水 平方 向 开始 转动 ， 它 转 过 的 
角度 用 :6- 表 示 。 如 果 要 使 OO 按照 预定 的 规律 p(O) 变化 ， 内 
凸轮 的 型 线 应 该 是 怎样 的 呢 ? 

根据 实际 的 需要 , 滑 片 顶部 小 圆 弧 中 心 0， 的 轨迹 是 
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Wee -<0<—3， 
Cp R,—e(l 人 9)， -三 和 9 去 本 
0 
3 2 
<9 < 下 的 一 半 是 与 它 对 称 的 。 下 面 也 只 要 考虑 一 半 就 可 以 


内 凸轮 的 型 线 和 滑 片 项 部 的 小 圆 弧 始 终 相 切 ， 滑 片 顶部 
贺 弧 的 中 心 O, 必定 在 TT 的 法 线 上 ， 而 且 它 和 F 的 距离 就 是 
r:， 所 以 _ 0， 的 轨迹 是 了 的 内 等 距 曲 线 ， 区 过 来 ， 内 症 轮 型 
线 T, 是 了 的 外 等 距 曲 线 ( 图 3-12). 

『 是 由 三 段 曲 线 光 滑 连 接 起 来 的 
(光滑 连接 是 指 相 接点 的 切线 相同 )， 
其 中 两 段 是 圆 绝 . 圆 弧 的 等 距 曲 线 就 
是 它 的 同心 贺 弧 .的 等 距 曲 线 了 也 
应 该 是 三 段 曲线 并 起 来 的 ， 其 中 两 段 


是 圆 弧 ， 对 应 于 本 <0< 的 


一 段 曲 线 是 以 0 为 中 心 , 以 Ro 一 2e 
十 ,为 半径 的 圆 弧 ， 对 应 于 了 <8 图 3-12 


<= 的 一 段 曲线 是 以 0 为 中 心 ; 以 RK, 十 + 为 半径 的 圆 弧 。 只 
是 对 应 于 <0O< - 的 一 段 曲 线 需 要 计算 . 


了 的 直角 坐标 方程 是 


和 一 p(0)coso, (- 
y(0) = p(0) sin6. 
将 它们 对 9 求 导数 


x LL 
<9<3) 
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MK 一 09)cosb 一 p(9) sin 0， 
y(0) = p'(0) sin0 十 p(9)cos0， 
其 中 


pe(0)= ccos 9_ 


把 这 些 式 子 代 进 等 距 曲 线 方程 (1.3) 式 ,就 可 以 求 出 T， 的 方程 
下 = x(0) + rn., 
y1.(0) = y(0) 十 ryy 
其 中 
yo) 
V [x (OF + TYCO 
ny ™ Ee RN > 
V [xz'(6)]? + [y' (0) 
为 了 便于 制造 ,需要 把 最 后 结果 写成 极 坐 标 形式 : 


p= Vx? + 9, 


y 
0O, = arcitg pe 
1 


我 们 把 全 部 计算 公式 整理 如 下 : 

已 知 数 据 Ry, ce, rs, 
对 于 给 定 的 9。 (三 <0< 三 ) 
计算 


p(0) 一 R 一 ef 有 in 三 8， 
3 3 
p(0)— i 0， 


xy me _ PcosD0， 
一 DsnO， 

x 一 P cosb 一 psinb， 
{, -= p sin0 + pcos0, 
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人 = 十 +Nry 
和 一》 十 7 Nyy 


p Vx? 十， 


Ys 
0, = arctg 一 。 
1 


利用 这 些 公 式 编 制 好 上 机 程序 。 可 在 电子 计算 机 上 计算 出 结 
果 。 如 对 Ro 一 11.08, ee = 1.98, +, == 4.8， 计算 结果 (6 每 隔 
5? 取 一 点 ) 如 下 : 


[| Ai 0， 
一 00” 11.9200 — 60°00’00” 
一 555 11.9327 — 56°15°00” 
—50° 11.9711 — 52°26'37” 
—45° ]2.0359 一 48?31 327 
—40° 12.1280 ~— 44°28’29” 
—33° 12.2478 一 40?15 01” 
一 30? 12.3952 — 35°50'54” 
~25° 12.5693 — 31°16'12” 
—20° 12.7681 = 26°31’'32” 
—15° 12.9888 ~— 21°37'49” 
—10° 13.2279 — 16°36'08" 
一 9 13.4812 一 11927 34” 
0° 13.7440 — 6°13'14” 
14.0114 一 0"54 057 
10° 14.2781 4°28'58” 
15° 14.5390 9°53°15” 
20° 14.7888 15°24'05” 
25° 15.0227 20°54’'57” 
30° 15 .2359 0 27 2 
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z。 工 作 台 的 位 置 > 是 凸轮 转角 2? 的 函数 ， 

根据 生产 的 要 求 , 工 作 台 4 应 该 匀速 运动 :因此 

2 一 Ap + zo, 

X，zo 是 常数 ， 取 怎样 的 凸轮 型 线 才 能 保证 这 一 点 呢 ? 

计算 凸轮 型 线 的 步 又 是 这 样 的 : 

1. 假定 凸轮 转 过 一 个 角度 P 《当然 要 预先 指定 从 茶 一 个 方向 
起 算 , 而 在 这 个 例子 中 ， 我 们 指定 从 008 方向 起 算 。 图 中 表示 7 
轴 旋 转 了 一 个 角度 gq). 

2. 根 据 z 一 Ag 十 xz 算出 W 点 的 位 置 ， 

3. 根 据 连 杆 EW 的 长 度 : 和 控 辟 OFE 的 长 度 >， 算出 摆 角 
有 。 

利用 勾 股 定理 , 便 有 (〈*，:，P，F， 见 图 3-13) 

下 + F)7+(G— F) es, 
F?+ Fi?’, 

把 第 二 式 代 人 第 一 式 ,得 出 
+ +2 


F 
2 


如 果 记 


则 
F, = dF, + d,, 
把 它 代入 Fi 十 Fi 一 ww ， 得 到 
Fi+ (diFs + 4d) = 1, 
(1 + dFi+ 2d0dF + dn = 0, 


_ dd + Vm(l+ de 


人 iT 十 碳 ， 


ee 65 。 


1 F, 


ey Sinf = — 
?2 nn 


4. 根 据 OP 的 长 度 m 和 两 摆 警 之 间 的 夹 角 0 算出 滚轮 中 心 
P 的 位 置 (R,，R,). 
Ri = msin(x—0—p) 


wm [F, sin (x —08)— Fcos(s — 09) 
mm (F,sinO 十 F,cos0), 


R, 一 (一 Ficos6 + F,sinO). 


5. 算 出 滚轮 中 心 关于 凸轮 的 相对 运动 的 轨迹 . 


四 3-14 


从 图 3-14 上 可 以 看 出 ， 深 轮 中 心 了 关于 跟随 凸轮 转动 的 举 
标 系 Oxy 的 极 坐 标 方程 是 
g 一 人 (一 RD 十 (R: 一 0， 


2 + 2 11 
p= p+ arccos— Fp ~s 


化 成 直角 坐标 ,就 有 


r. { -= gsin , 
\Yp 一 8cos 史 。 
6. 求 出 了 的 等 距 曲 线 , 它 就 是 凸轮 型 线 ， 
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人 8 sing + 沙 8cos 由 ， 
yp 一 8 cos 由 一 山 g8gsin 风 ， 
P= Vxre+t ye, 

X== Xp 十 oa 
D,: 


rxp 
Ge A 


把 T， 的 方程 写成 极 坐标 形式 ( 极 轴 也 是 》 轴 ) 
pp™ Vr 以 y’， 


y 
arc cos 一 ， xz 之 10， 
p 


y 
27z 一 afC COs pI * < 0, 


实际 计算 时 ， 因 为 zz»，yp 的 表达 式 里 有 8 和。 为 了 求 出 它 
们 ,必须 先 求 出 RI,，R;， 而 为 了 求 Ri，R:。 又 必须 先 求 出 Fi 和 
F:， 所 以 还 需要 进行 下 列 计算 : 
对 
人 十 下 十 (一 人 一 了 
Fi+ Fi 
求 导数 ,得 
+ FDC(z + Fi)+ (CO—F)(—F)= 0, 
FF,+ F,F, = 0, 
两 式 相 减 得 
(zt F)(z + FI) — Fi — FF = 0, 


Ri (z 十 F)(z + Fi)— FF, 
f 全 


把 它 代 到 上 面 两 个 式 子 可 以 求 得 
Re NS FE 
iF ,+ zkF, 


F; 一 《zx 十 二 


titF, 二 zF, 
有 了 这 两 个 式 子 ,我 们 马上 可 以 进行 下 列 计算 ， 
Ri= (Fising + F;cos0), 


R, 一 一 (一 Ficos6 + Fising)， 
党 


，《(R, 一 AR 十 (R 一 CR 
多 sm 9 


& 
p' me | 一 _ 
1 一 时 
其 中 
T+e—m 
: 2lg 
,1 2g8g — (P+g—m)g 
HW wm — 
21 8 
a 2 十 11 一 户 8 
278” 
因为 
# = cos( 册 一 9)， 
V1l—/ sin(y 一 9)， 
所 以 


2 gtmr ， 
a 
到 此 为 止 ,就 可 以 对 一 个 给 定 的 P 值 ,算出 凸轮 型 线 上 相应 的 
一 点 (x，》) 或 (p，a)。 如 果 P 从 0 到 2x 中间 取 一 系列 值 ， 就 
可 以 得 到 凸轮 型 线 上 的 一 系列 点 ,就 可 以 绘 出 凸轮 型 线 。 
为 了 计算 方便 ， 我们 把 计算 公式 按 次 序 整 理 如 下 : 


已 知 数据 2g0s Rs, h, d, ts ss, n,m, r+, 0， 
计算 1 VP +d; 
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给 定 (弧度 )， 
计算 2 = kp + os 


Vm(l + dad) — di — dd; 
i ， 
F,= dF, 十 d， 


R| 一 (Fising 十 Ficos0)， 
ni 

R, = 他 (一 Ficos0 十 Fisinb)， 
ni 


g= V(h— Ri) + (R— dd), 


P+ —m’ 
一 (和 十 et 
中 op + arccos 2 
rp = 8 siny, 
yp = gcosy, 
F' (z+ FYF3, 
上 下 ,十 > 
’ (3 FF, 
FF 一 汉 二 -一心 
1F, 十 zF,， 
R= TO(—F'cos0 + F,sinOd), 
n 


R’' = (F'sin0 十 Ficos0)， 
他 
(Ri 一 AR 十 人 CR: 一 DR 
& 

g++m—r 

pe 
21g’ sin (4 — q) 

xp= 8 sinp + yb gcosy, 


= 


p= 1 
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yp 亚 8cos 峭 一 小 gsind， 
p— Vx? + y, 


r 


fx 
y= yp i 


p 一 V zz 十 7 


[arc cos 二 ， 当 x 之 0， 


tt = 
Y 
人 cos 万 ， 当 x<0，. 


下 面 是 实际 计算 结果 . 

已 知 数 据 he= 93, d= 102, 1 = 119, $s = 240, 
n= 120, m== 120, R= 10, +r 一 15， 
go mm 210, 0 一 1.5707963(90°)., 

从 0° 到 360" 每 隔 10° 计算 一 后 ， 


9 x y | p a 
0° 44.42 22.60 49.84 63°02’14” 
10° 49.34 15.17 51.61 70°54'40” 
20° 52.97 6.72. 53.39 82°46’28” 
30° 55.10 一 2.53 55.16 92°37’4U” 
40° 55.59 一 12.29 56.93 102°28’19” 
50° 54.30 一 22.28 58.69 112°18’25” 
“60°* 51.19 一 32.15 60.46 122°08’01* 
70。 46.26 一 41.58 62.20 131°57’08” 
80。 39.58 一 50.23 63.95 141°45'48” 
90° 31.28 一 57.77 65.70 151°34°02” 
100* 21.55 一 63.90 67.44 161°21’51” 
110° 10.64 一 68.35 69.17 171°09’17” 
120° 一 1.16 一 70.90 70.91 180°56’20” 
130° —13.51 一 71.37 72.63 190°43'02” 
140° 一 26.03 一 69.65 74.36 200°29’23” 
150° 一 38.33 一 65.71 76.03 210°15'24” 


220°01'07” 
229°46’31” 
239°31'37” 
249°16'27” 
259°01'00” 
268°45'16” 
278°29°17" 
280°13’03” 
297°56'33” 
307?39 49” 
317°22'50” 
327?05 36” 
336°48’09” 
346°30'27” 
356°12'31” 
5°54' 20” 
15?35 57% 
25°17°17” 
34°58’ 24” 
44°39°17” 
54°19’55” 
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第 四 章 曲 面 论 
$1 正则 曲面 


1 定义 


空间 解析 几何 中 已 经 讨论 过 一 些 特殊 的 曲面 ,现在 对 曲面 进 
行 一 般 的 研究 ,严格 好 讲 , 是 要 研究 的 曲面 的 局 部 性 质 ， 至 于 整体 
性 质 本 书 将 不 讨论 ,请 读者 参阅 其 它 书 籍 《 例 如 苏 步 青 、 胡 和 生 等 
编 的 《微分 几何 》, 人 民 教 育 出 版 社 出 版 ). 
设 DD 是 平面 R 中 的 一 个 区 域 ， 它 的 坐标 为 《x，v)， 而 空间 
R: 中 的 坐标 是 (x,y, zs)。 如 果 从 DD 到 RB® 的 可 微 映照 f 表示 为 
r(H, v) 一 《x(2， 2)， ylu, v), s(u, v)), (1.1) 
其 中 x(w,v)，y(w,v)，s(w,v) 都 是 wy” 的 可 微 函数 。 那么 
r(w, v) 的 轨迹 就 构成 了 R? 中 的 一 个 曲面 5 (图 4-1), 而 (1.1) 称 
为 曲面 5 的 参数 方程 *，” 称 为 曲面 5 的 坐标 或 参数 。 


图 4-i 


如 果 映 照 f 的 Jacobi 矩阵 
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0 0 0 


Bx Bu Bu 
Or Gy Oz 
Dr as Or 


的 秩 在 曲面 S$ 上 的 某 一 点 P， 为 2, 那么 P, 就 称 为 5 的 一 个 正则 
点 ,否则 就 称 为 奇 点 ， 仅 由 正则 点 所 构成 的 曲面 称 为 正则 曲面 . 今 
后 如 不 特别 声明 ,曲面 都 是 指正 则 曲面 而 言 的 . 

下 面 ， 我 们 来 看 正则 点 的 几何 意义 。 设 P 是 曲面 Ss 上 的 一 
点 , 它 的 坐标 是 (xy vo). 如 果 在 曲面 的 参数 方程 (1.1) 中 令 "一 mw 
而 只 让 * 变动 ,就 得 到 了 曲面 S$ 上 的 一 条 过 P。 点 的 曲线 


和 r(u, Vo), 


称 它 为 过 已 点 的 + 坐标 曲线 ,简称 曲线， 同样 ,如 果 在 曲面 5 
的 参数 方程 中 令 x 一 mw， 而 只 让 ”变动 ， 就 得 到 过 P。 扩 有 的 vz 曲 
线 
7 — (Ho 2 )。 

因此 ,过 曲面 $ 上 每 点 有 一 条 x 曲线 和 一 条 v 曲线 ,它们 构成 曲面 
5 上 一 个 参数 曲线 网 ， 这 两 条 参数 曲线 在 P， 点 的 切 向 量 分 别 是 
= 这 两 个 向 量 线 性 独立 的 充 妥 条 件 就 是 映照 
的 Jacobi 罕 阵 在 忆 点 的 站 为 2。 因此 Po。 点 是 正则 点 的 条 件 也 
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可 表示 为 


Ty Hun HO X r, 
vp 


usn SE 0. 
如 果 f: U 一 R 是 R? 中 的 区 域 吕 中 的 一 个 可 微 函数 , 那么 
由 (u,v, (u,v)) 所 定义 的 曲面 称 为 了 的 图 , 它 显 然 构 成 曲面 . 
反 过 来 SCCR 是 曲面 ， 那 么 对 于 任何 Pe S$ 必 存 在 P 在 3 
中 的 一 个 邻 域 了 ， 使 得 了 是 可 微 函 数 的 图 , 它 有 下 列 形式 中 的 一 
种 表示 : # 一 jz*,y)，》 一 8(z，s)，z 一 h)。s)， 这 个 命题 的 
证 明 留 给 读者 作 练习 . 


1.2. 切 平面 ”法 向 重 


设 P。 是 曲面 S 上 的 一 点 ， 过 P。 作 在 S$ 上 的 曲线 C， 它 在 

P， 点 的 切 向 景 是 曲面 在 P， 点 的 一 个 切 向 量 。 我 们 将 说 明 , Po 点 
的 切 向 最 全 体 组 成 一 个 切 平面 Tes。 首 先 指 出 C 的 参数 方程 可 以 
写 为 

Ee ulz), 

v = v(#). 
当 1 一 4o 了 时 , 令 wo 一 w(to)，vo 一 v(to)， 则 参数 1。 对 应 于 点 
Po(w。，vo)。 在 空间 坐标 系 下 曲线 C 的 方程 是 

rr(uC), vl)). 

它 在 P。 点 的 切 向 量 是 
dr [站 arav 


dt audt oavadt 


一 (党 ) | 
因此 ,对 Po 点 的 任 一 切 向 量 能 用 Po 点 的 两 条 坐标 曲线 的 切 向 量 
rs 和 r, 来 线性 表 出 。 这 说 明 7Tp,sS 的 维 数 小 于 或 等 于 2. 
反之 ,对 于 任何 给 定 的 向 量 


VY 一 CT ws | wwno 十 pr。 
| 


| | wige 
dk dd 


必 能 在 S 上 找到 过 P 的 曲线 1: r(w 十 et 一 号 ，m 十 P(t 一 


J4 。 


4))， 使 V 变 为 在 P, 的 切 向 量 ,就 是 说 Tp,5 的 维 数 不 小 于 2 ， 
这 样 ,我 们 断定 Ts 恰 为 由 rw |,-w 和 m|*wm 张 成 的 平 
面 . 
切 平面 Ths 的 法 向 量 , 称 为 曲面 5 在 P, 的 法 向 量 ， 所 以 单 
位 法 向 量 可 定 为 


oo 
Fe— 


rs xX rr, 
1r。X r,| 


1.3。 参数 变换 
如 前 所 述 , 曲 面 可 以 用 参数 方程 来 表示 ,这 对 于 计算 将 是 方便 
的 . 然而 ,同一 个 曲面 往往 是 可 用 不 同 的 参数 方程 来 描述 的 ,我 们 
感 兴趣 的 曲面 的 几何 性 质 又 要 不 依赖 于 它 约 参数 选取 ， 为 此 ， 我 
们 来 考虑 曲面 的 参数 变换 . 
在 另 一 套 参 狐 〈x，2) 下 ,曲面 5 的 方程 为 
r =r(U, y). (1.2) 
为 保证 参数 (u,v) 平面 与 参数 (#, z) 平面 中 交点 之 间 存 在 着 
f — U(U, V), 


Vv = V(tH, v) 


应 满足 
= 8(#, ») 
:二 BO(u, v) 和 
在 (1.2) 两 边 分 别 对 #，v 求 偏 导 数 后 就 得 到 
ry = ry gt a 了 。 
Ou Os 
On Ov 
ry 二 Tw 7 十 ry 已 7 了， 
所 以 ,曲面 在 一 点 的 切 平面 是 与 参数 选取 盛 关 的 ， 
男 外 ,我 们 有 
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) Su, v) 

"8(#, 3) 

所 以 ,曲面 的 正则 点 的 性 质 也 与 参数 变换 无 关 ,但 是 在 这 点 的 单位 
法 向 量 的 正 向 则 按 7 为 正 或 负 不 变 或 改变 


rs X 7i 一 《7 Xr 


1.4. 举例 


(1) 渐 开 线 螺 旋 面 

普通 斜 齿 轮 的 齿 面 就 是 渐 开 线 螺旋 面 。 它 是 这 样 形 成 的 。 已 
知 zy 平面 上 的 一 条 渐 开 线 ; 设 它 上 面 的 一 个 动 点 绕 x 轴 作 同样 的 
螺旋 运动 ,就 是 一 方面 绕 > 轴 作 等 角速度 的 圆周 运动 ,而 且 另 一 方 
面 治 : 轴 方 向 作 同 一 速度 的 匀速 直线 运动 ， 这 个 动 点 的 轨迹 就 是 
疡 开 线 螺旋 面 。 

设 xy 平面 上 的 渐 开 线 的 方程 为 

f 一 rol cosg + $ sin 4), 
y = fol sin  — p cost). 
容易 看 出 ,所 对 应 的 渐 开 线 螺 旋 面 为 
x = rol cos(0 + $) + $sin (0 + $)], 
' 一 ro[ sin (0 + 由) 一 由 cos(9 + $)]), 
2 一 20， 

式 中 6 和 中 表示 曲面 的 两 参数 . 

(2) 阿 基 米 德 紧 旋 面 

一 种 蝇 杆 的 雌 面 是 由 阿 基 米 德 螺旋 面 构成 的 。 设 有 一 条 直线 
Tr 和 z 轴 相 交 并 且 和 x》 平面 相交 于 定 角 m。 当 T 作 蝶 旋 运动 
时 , 它 的 轨迹 叫 阿 基 米 德 螺旋 面 。 

我 们 采用 坐标 系 使 得 了 在 xs 平面 上 ,而 且 通 过 原点 。 那 么 ， 
的 方程 可 写 为 
xy = 一 1cosct0， 


yy 一 0， 


2 mm 1 Sin oog 
于 是 它 所 形成 的 螺旋 面 的 方程 为 
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+ 一 一 上 cosaocosD0， 

》 一 一 上 cosaosinO， 

z 一 zsinoo + be, 
令 z 一 0， 我 们 得 到 端 剖 而 的 曲线 

x 一 bOcitg ao cosO， 

一 pgctgaosin0， 

或 者 用 极 坐标 (r，6) 表 为 
r 一 : bctgaog ， 


显然 * 它 表示 平面 上 的 阿 基 米 德 螺 线 , 


二 


(3) 一 般 螺 旋 面 
如 朱 我 们 取 xz 平面 上 的 一 条 曲线 
全 = f(z), 
2 = g(v), 
和 


gC0) +bu 


(f(y) cosu, fv) sin ww) 


图 4-3 
而 且 使 它 绕 x 轴 作 螺旋 运动 ， 那 么 它 的 轨迹 是 一 般 螺 旋 面 ， 参 数 


方程 为 
r(u, v) = (fl(v)cosu, fl(v)sinu, g(v) + bu), (1.3) 
其 中 , w 和 ”是 参数 ， 特 别 地 , 当 fv) 一 vz，g(v) 一 0 时 ， 对 应 
的 螺旋 面 称 为 正 螺 面 : 
r(uy 2 ) = (ycosu, v sinw, bu). 
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一 般 地 ,从 (1.3) 得 出 
rs = (—1sinu, fcosu, 6), 
r, =—= (f cosu, f sinw, 8'), 
rs, Xr, = (fg' coswu 一 bf sinu, 
bf' cosu 十 18 sinu, —1ff'), 
a (fg'cosu — bf sinu,bf cosu + f8' sing, —1f) 
: VUgY + CPY + OFY 
(4) 柱 面 (图 4-4) 
设 r 一 a(nw) 为 一 条 空间 曲线 ，! 为 定 疝 量 ,那么 方程 
r(w,v) 一 a(u) 十 2 (wv 是 另 一 参数 ) 
所 表示 的 曲面 称 为 柱 面 。 这 时 


Te = da 记 为 w， 
du 

7, 一 《， 

«ox! 
la X 1 
r (u,0) 
1 rCu,t) 
OF gnu) 
图 4-4 图 4-5 
(5) 锥 面 (图 4-5) 


如 果 曲 面 的 参数 方程 为 
r(u,v) = a + vi(u), 
其 中 a 为 常 向 量 , * 和 ”是 二 参数 , 那么 称 此 曲面 为 锥 面 。 这 里 
位 置 向 量 a 所 表示 的 点 称 为 锥 面 的 顶点 ，l(w) 是 锥 面 的 母线 方 
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同 。 在 不 失 一 般 性 的 情况 下 ,我 们 可 取 人 ae) 作为 单位 向 量 。 这 册 


r= 
du 
ru 一 vl'，, 
r, 一 /， 
xl 
本 [xx 1 


(6) 切线 面 (图 4-6) 
设 空间 曲线 C 是 r+ = al(u).。 由 它 的 所 有 切线 织 成 的 曲面 称 
为 C 的 切线 面 ,而 C 称 为 切线 面 的 崔 线 .切线 面 的 方程 可 写 为 
r(u,v) = a(u) + va'(u), 
式 中 


dao 
G(x) pp 


[4 
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从 rs=a + va ( Aa” 和 4 ， 
r= oa, 
得 出 rs Xr,= (a tyva)Xa= Xa, 
a Xa 
la xal 


除了 准 线 外 ,切线 面 的 每 一 点 都 是 正则 点 . 
(7) 站 纹 面 (图 4-7) 
由 一 族 直 线 所 织 成 的 曲面 称 为 下 纹 面 , 它 的 参数 方程 为 
r(u, 9) = a(u) + vil(u), 
其 中 I(w) 为 单位 向 量 , » 曲线 为 直线 , 即 直 纹 面 的 母线 ， 这 时 
r.=a 十 wv, 
r, = lu), 
Fr。 Xr,=(a +) x lL, 
(at)xl 
l(a 二 oO)XxT 
在 前 面 列举 的 例子 中 , 柱 面 \ 锥 面 和 切线 面 都 是 直 纹 面 . 
(8) 可 展 曲 面 : 
可 展 曲面 是 -一 类 特殊 的 直 纹 面 ， 沿 着 它 的 每 一 条 母线 只 有 一 
个 切 平 面 ， 也 就 是 说 ， 它 的 同一 条 母线 上 的 各 点 的 切 平面 是 重合 
的 ， 容 易 知道 柱 面 、 锥 面 和 切线 面 都 是 可 展 曲 面 . 


直 纹 面 
r(u,v) = a(u) + vi(u) | (1.4) 
成 为 可 展 曲面 的 一 个 充 要 条 件 是 
(a,{,{)= 0. (1.5) 


我 们 来 证 明 这 个 结论 , 直 纹 面 (1.4) 在 任 一 点 处 的 法 线 向 量 为 
rs Xr,=(a +v)x1. 
(1.4) 成 为 可 展 曲面 的 充 要 条 件 是 沿 任 一 条 母线 (w 一 常数 ) 上 各 
所 的 法 线 向 最 相互 平行 , 即 对 v, 关 w% 有 
l(a +vi) xi x[LGa + vl)xL]= 0. 


* SO ， 


应 用 第 一 章 (2.8) 式 得 到 
((a + vil), (a 十 oO)，0) 一 0， 
或 
(2 一 Ca) 一 0， 

于 是 (1.5) 式 成 立 . 

利用 (1.5) 式 可 以 证 明 可 有 展 曲 面 只 有 柱 面 、 锥 调和 切线 而 三 
种 .事实 上 , 由 于 (1.5) 式 成 立 ， 存 在 不 全 为 零 的 实 函 数 c(z)， 
6B(u)，Y(u) 使 

a(u)a(u) + BuHu) + ru (nu) = 0. (1.6) 

如 a(#) 污 0, 则 iw) 与 (wu) 共 线 , 利用 第 一 章 $4 的 第 3 个 
习题 的 结论 ,可 知 上 xz) 是 固定 向 量 , 从 而 (1.4) 是 柱 面 ,如 a(xw) 二 
0， 由 (1.6) 得 


(1.4) 式 可 写成 
r(u,v) = (a—7D+(v + 7 


必 


d= a— 71l, 
则 
a =(p 7 
如 一 7 一 0， 则 & 是 第 向 最 ,(1.4) 是 锥 面 ， 如 8 一 7' 妆 0， 
作 参 数 变 换 


它 的 Jacobi 行列 式 的 值 为 
J 0 
Bb(u) — 7'(4) 
(1.4) 式 变 涛 


ne rh 
r(u;v) (xz ) 十 I 
它 是 曲线 r 一 a(#) 的 切线 面 . 
习 题 
1. 设 作 x,y,z) 是 点 坐标 +, y, zx 的 可 微 函数 ，M 是 空间 中 满 
足 f(x, y》， 2) 一 0 的 点 集 ， 而 且 (xo， Yo, 20) 是 M 中 的 一 
点 ,在 那儿 太 十 jy 十 户 兰 0. 证 明 : 点 (xzo， yo z0) 有 这 样 
的 邻 域 ， 使 集合 M 中 属于 这 邻 域 的 所 有 的 点 构成 一 块 正则 
曲面 ， 
2. 求 顶 球 面 的 切 平面 和 法 线 的 方程 . 
3. 知 平面 与 光 清 曲面 仅 有 一 公共 点 ,证 明 曲 面 在 这 点 与 平面 相 切 


4. 证 明 曲 面 "一 (“，?， 2) 在 其 一 点 的 切 平面 和 三 个 坐标 平面 
所 构成 的 四 面体 的 体积 是 常数 ,其 中 a 是 常数 . 

5. 证 明 : 曲面 变 为 球面 的 充 要 条 件 是 ,所 有 法 线 都 通过 一 个 定点 ， 

6. 证明: (1) 曲面 变 为 旋转 曲面 的 充 要 条 件 是 所 有 法 线 与 一 条 定 
直线 相交 . 


(2) 曲面 变 为 锥 面 的 充 要 条 件 是 ,所 有 切 平面 通过 定点 . 


$ 2. 第 一 基本 形式 


2.1。 第 一 基本 形式 


我 们 现在 来 研究 曲面 上 的 度量 性 质 , 如 弧 长 、 交角、 面积 等 . 
如 在 上 一 节 中 说 明 的 我 们 对 于 曲面 上 任何 一 点 PE 5 必 有 切 
平面 Tp$， 于 是 对 于 5 在 P 点 的 任何 二 个 切 向 量 aq，be 7ps 便 
可 定义 它们 的 内 积 : 
(a, b= a. bb., 
上 式 的 右边 表示 a, 6 作为 了 中 的 两 向 量 的 数量 积 . 
如 果 曲 面 5 的 参数 方程 为 > = r(xu,v)， 那 么 rs r, 组 成 切 
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平面 Yes 的 基 , 因 此 
a ars + br,, b= fr tt Sr,, 
利用 内 积 的 线性 性 质 
(a, 6) = (ar, + br,, fr + gr,) 
一 /rs rs) + (bf 十 ag) (rs, Tv7 
+ DELr,, ry,) 
一 gf. ru + (bf + ag)ry ry 
十 bgr,:r, 
一 afE + (bf + ag)F -- bgG, 
式 中 5 引进 的 记号 如 下 : 
E= rr," Ys 
Ds ys (2.1) 
Gr,*?,, 
这 样 ,我 们 称 二 次 微分 形式 
7 = Edu + 2Fdudyv -+ Gdv’ (22) 
为 曲面 5 的 第 一 基本 形式 ,而 且 称 由 (2.1) 定义 的 E， ,G6G 为 时 
面 的 第 一 基本 量 。 容易 看 出 ， 第 一 基本 形式 是 曲面 上 的 微小 向 量 
dr == rudu + ru,av : 
的 长 度 的 平方 。 所 以 它 是 正定 的 二 次 微分 形式 。 因此 
E>>0,6G>0, EG—F’>0. 
例 1 过 一 点 r。 且 包含 单位 正 交 问 量 Wi 二 (a,，4;，43)， 
族 , 一 (bh, 5b， 5b3) 的 平面 RCR 的 参数 方程 如 下 : 
rd 1) 一 7 + uW, + 2 Ww 
这 时 ,我 们 有 
E=1, F=0, G=!1, 
即 第 一 基本 形式 为 
l= du 十 do 
在 这 个 平凡 的 情形 ， 第 一 基本 形式 事实 上 是 平面 R 中 的 名 
股 定理 的 推广 , 即 在 《rs, mr) 下 坐标 为 a，,b 的 向 量 于 的 长 度 
平方 等 于 4 十 4。 
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例 2 圆周 x 十 一 1 上 的 正 效 柱 面 的 参数 方程 为 
r(#,v) = (cosu, sinu, v). 
为 计算 第 一 基本 形式 ,我 们 注意 到 
ra=—= (— sinu, cosu, 0), r, = (0,0,1), 
所 以 
Esinu 十 cos 一 1 了 一 0，G 一 1 
要 指出 的 是 , 柱 面 和 平面 虽然 是 不 同 的 曲面 ,但 是 它们 的 第 一 
基本 形式 则 相同 ， 
例 3 时 旋 面 
r(u, vs) = (f(v)cosu, f(v)sinu, gS(v) + au) - 
的 第 一 基本 形式 为 
1 = (f + a dw + 2ag’dudy + ((fY + (g'))av, 
式 中 的 符号 “表示 导数 。 特 别 地 ,在 正 螺 面 的 时 候 ， 
1 一 ( 姑 十 Gd 十 GO 
对 于 一 个 曲面 S， 引 进 它 的 第 一 基本 形式 ， 重 要 性 在 于 : 人 
们 用 它 就 能 直接 处 理 曲 面 上 的 度量 问题 ， 可 不 必 再 关心 曲面 所 在 
的 外 围 空间 RI。 这 样 一 来 ， 曲 线 C3r(o 一 r(uCz)，v(z)) 的 弧 
长 3 是 


| Ir'CD1a. 


vb du dy vd 
= [V/s (最 ) + 2 -+0 3 ds. (2.2) 
由 此 ,许多 数学 家 一 般 将 45 称 为 线 素 , 并 记 为 
dS = Edu: + 2Fdudy 十 Gao 
现在 ,我 们 来 计算 曲面 $s 上 相交 于 点 的 两 条 曲线 C,，C* 的 
交角 。 设 二 曲线 的 方程 为 
C PrCt) = r(ut(zt), v(t)), 
CT 人) = rw ), v*(z*)). 
它们 在 交点 处 的 切 问 量 分 别 为 
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有 二 ”5 [2 v 
dat dz dt* dt* 
于 是 
du dv du* du* 
+ 
COSU = 4 
CL 十 Be 本 十 了 ,和 
dz dz de* dz* 
来 亲 素 
=|E 各 au + FL( 到 十 到 du 上 
de di dt: dt dz dt* 


CA | > 
dz dt 
| du \? du dy dv \? 
和 ee Tk c( 元 ) 


du*\? du* dyv* dy*\2 | 
xj CE t 2F + G( 竺 ) | (2.3) 
特别 地 当 C 和 C* 分 别 为 2 曲线 及 ”曲线 时 ,我 们 有 


5 


EG 
所 以 坐标 曲线 正 交 的 充 要 条 件 是 F = 0. 
另 一 个 和 第 一 基本 形式 有 关 的 度量 问题 是 对 曲面 上 一 个 区 域 
59 的 面积 的 计算 . 
设 多 的 参数 区 域 是 (u,v) 中 的 区 域 D， 图 4-8 中 忆 的 阴 
影 区 域 表示 平面 (w，v) 上 的 微小 矩形 , 而 且 它 对 应 于 多 中 的 
阴影 区 域 ， 我 们 先 计 算 后 者 的 微小 面积 。 因 为 


PP’ = r(u 十 Au, 7) —r(u,v) = ruAn + +., 


PP” — rl(u,v 十 Av)— ru,v) = r,Av 二，…, 
式 中 … 表 示 Ax，Av 的 二 次 及 二 次 以 上 的 小 量 ， 四 边 形 PP PP 
的 面积 近似 地 等 于 已 点 切 平 面 上 由 redx 与 rvdv 为 边 的 平行 四 
边 形 面积 ,因此 ,曲面 的 面积 素 为 


do = |rudu X radv| = |rs Xx r, ldudv. 


(u,v+Av) 
2 pp +i) Pp’’’ 
(Cu Ny) Cu+du,y) 


曲面 S 


当 我 们 用 坐标 曲线 将 区 域 钨 剖 分 越 来 越 密 时 ,那些 完整 的 曲 边 四 
边 形 越 来 越 接近 于 上 述 平行 四 边 形 ， 而 不 完整 的 曲 边 四 边 形 的 面 
积 在 整个 区 域 的 面积 里 所 占 的 比重 越 来 越 小 ， 以 至 于 可 以 忽略 不 
计 . 因 此 ,区 域 多 的 面积 可 由 二 重 积 分 来 表示 


4 一 | da 一 人 1r。X 7, {dudv. 


利用 回 量 运算 中 的 Lagrange 恒等式 的 结果 ， 
Iro X mr 一 (re Fr 7v) 一 (re yo)(r rs) 


= EG — F’, 
由 于 EC 一 下 二 0， 所 以 
4 =- | VEG — F’ dudy. (2.4) 


D 


2.2.。 正 交 参数 曲线 网 


曲面 的 几何 性 质 与 曲面 的 参数 表示 显然 是 无 关 的 。 在 一 些 特 
殊 的 参数 选取 下 ， 我 们 可 简化 很 多 几何 问题 中 的 计算 过 程 。 这 里 
将 阐明 曲面 上 总 是 存在 正 交 参数 曲线 网 的 . 为 此 先 证 明 一 个 
命题 设 在 曲面 sS 上 给 出 二 个 线性 独立 的 向 量 场 a(w, wv) 和 
b(u,v) 则 可 选 到 一 族 新 的 参数 (zz, >)， 使 在 新 的 参数 下 ， 坐 标 
曲线 的 切 向 量 ra 与 r。 分 别 平行 于 a, 6。. 
为 此 ,考察 a, b 的 表示 式 
a = drs 十 07， 
b = br, + br,, 
和 两 个 一 次 微分 形式 
bdu — bdv, —adu 十 adv. 
那么 ,我 们 从 常 微分 方程 组 理论 得 知 : 分 别 存 在 非 零 积分 因子 w， 
2， 使 得 它们 变 成 全 微分 , 即 有 
u(bdu — bidv) = du, 
pv(—adu + adv) = dy, 
其 中 uw,，z 表示 u,v 的 两 个 函数 . 
由 于 a,。 是 线性 独立 的 ,那么 
O(a#, 0) 1a 4 
8(u, v) 0， b, 
所 以 ，#, 5 可 以 作为 曲面 5 的 新 参数 。 其 次 ,从 (2.5) 有 
vaidu + pbidyv 


(2.5) 


du = 


bdv 十 vasdu 
di Ld ， 


所 以 
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《airs 十 ar,)/ az， 


bb bb 
ry 一 lL (brs 十 bar, Nb. 
dad! 42 
入 

b! 2 

作为 上 述 命题 的 应 用 ， 我 们 容易 导出 曲面 上 必 存 在 正 交 参 数 
曲线 网 的 结论 . 
实际 上 ,对 于 任何 参数 (x,v) 取 定 
A = TT,, 


bi = ys 
E 


使 立即 得 出 ，a, 8 构成 S 上 的 正 交 向 量 场 . 根据 上 述 结果 ,在 曲 
面 上 存在 参数 (z, 2) 使 ra a， r,/b, 所 以 (u, v) 构成 曲面 
的 正 交 参数 曲线 网 . 


2.3。 等 距 对 应 ” 共 形 对 应 
本 节 我 们 将 讨论 两 个 曲面 之 间 的 关系 , 设 两 个 给 定 曲面 为 


Si:r = (u,v), 
SP 一 ru V1). 
如 果 在 它们 的 点 之 间 建 立 1 一 1 映照 , 即 参数 间 有 关系 
人 “= u(u, )， 
Vi = yi(U, 2 )， 
式 中 wu(w,v) 和 vi.(w,v) 都 是 光滑 的 函数 而 且 映 照 的 Jacobi 行 
列 式 满足 


O(nu,, v1) 
2 0。 
(wu, vy) 


这 样 ,我 们 建立 了 5 和 5, 之 间 的 对 应 关系 。 
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据 此 ,在 S$。 上 进行 参数 变换 
全 w= Ui(U, V), 
yi = yi(U, y), 
使 得 3S 的 对 应 点 有 同一 对 参数 (u,v) 
ri= Fd, oo) oa)] = ru, v). 
在 以 下 的 讨论 中 ， 如 无 特别 声明 ， 总 假定 对 应 点 有 相同 的 参 
数 . 
定义 ”如 果 两 曲面 之 闻 有 一 个 对 应 关系 、 使 一 方 上 任意 曲线 
和 他 方 上 的 对 应 曲线 有 相等 的 弧 长 ,就 称 这 个 对 应 是 等 距 的 . 
命题 “两 曲面 之 间 的 一 个 对 应 成 为 等 距 对 应 的 充 要 条 件 是 ， 
两 曲面 经 过 适当 的 参数 选择 后 , 便 具有 相 辣 的 第 一 基本 形式 . 
征明 根据 曲面 上 曲线 的 弧 长 公式 (2.2), 充分 性 是 显然 的 . 
反之 ,假设 曲面 $ 与 $, 之 间 的 一 个 对 应 关系 是 等 距 的 。 如 上 
所 述 ， 我 们 可 使 对 应 点 取 相 同 的 参数 ， 则 S$ 上 的 任意 一 条 曲线 
rlu(z)，v(z)) 和 5S， 上 的 对 应 曲线 ri(u(z:)，v(z)) 有 相同 的 长 
度 , 即 对 于 [4s 441 的 任意 上 有 


六 Vz du \? du dy (= 2 
| 人 p(s I C2 


f du \? du dv dy \2 
mat 『 (天 十 2 已， I 十 c{( 志 ) adi， 
其 中 E, F, G 是 S 的 第 一 基本 量 ，E,, F,, G, 是 5 的 第 一 基本 
量 。 因 此 
Edu’ + 2Fdudv 十 Gd 一 Ed + 2F.dudy + Gidyv’ 
对 曲面 $5, S 上 的 任意 对 应 曲线 都 成 立 , 就 是 说 ,上 述 等 式 对 任 一 
点 和 任 一 方 同 (dws/adv) 成 立 , 所 议 
Es=F, F= F, Go=0, 
对 于 对 应 曲面 上 任意 一 对 对 应 点 都 成 立 ， 
从 前 面 的 例子 中 可 以 看 出 平面 和 圆柱 面 可 以 建立 等 距 对 应 , 
下 面 再 举 一 个 关于 悬 链 面 和 正 螺 面 的 例子 . 
例 4 县 链 面 的 方程 可 写成 


和 信号 « 


i t . 
7 =_= (ach — cos0, ach — sin 6, 小 
a a 


式 中 ,9 和 : 是 参数 . 
从 此 得 出 


ry 一 一 ach < sin 9, ach -— cos0, 0), 
a a 
8 4 
T, =—= (cos0sh —。 sin Osh 一 ， 1)， 
a a 
E = aich? 一 ， Fm=0, G == sh’ 二 十 1 一 ch ee 
a a a 


所 以 它 的 第 一 基本 形式 为 
dS$’: = ch’ = (a'd0 + dr’). 


前 面 已 经 计算 过 正 螺 面 的 第 一 基本 形式 为 
dS’ = (vy + a )dw’ 十 dv 
现在 ,作对 应 
u = 0, 
Ol(u, v) _ ch 
6(0,1) a Se 


i 
y 一 ash —， 


便 可 使 这 两 个 第 一 基本 形式 一 致 ， 所 以 两 曲面 是 等 距 的 。 在 这 个 
对 应 下 正 螺 面 上 的 螺旋 线 (uw 线 ) 对 应 于 悬 链 面 上 的 贺 (6 线 ), 而 
且 正 螺 面 上 的 直线 对 应 于 悬 链 面 上 的 基 链 线 . 

定义 ”如 果 两 曲面 之 间 有 一 个 对 应 关系 ， 使 一 方 上 任意 两 曲 
线 的 交角 等 于 他 方 上 二 对 应 曲线 的 交角 ,就 称 这 个 对 应 是 共 形 的 . 

命题 “两 个 曲面 之 间 的 一 个 对 应 成 为 共 形 对 应 的 充 要 条 件 是 
它们 的 第 一 基本 形式 成 比例 , 

不 妨 假定 对 应 点 有 相同 的 参数 ， 设 两 曲面 的 第 一 基本 形式 分 


别 为 
dl3 =— Edu’ + 2Fdudv + Gdv’, 


dS = Edu’ + 2F.dudv + Gidv’, 
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这 两 个 基本 形式 的 系数 成 正比 人 鲍 的 条 件 可 以 写成 
E= VE, Fi~ VF, Gi= VG, 40. (2.6) 


条 件 的 充分 性 : 从 (2.6) 和 交角 公式 (2.3) 容易 得 出 两 曲面 之 
间 的 对 应 是 共 形 的 . 

条 件 的 必要 性 : 由 共 形 对 应 的 保 角 性 ,立即 得 出 ,两 曲线 的 正 
交 性 保持 不 变 。 从 交角 公式 (2.3) 我 们 有 : 对 于 任何 两 正 交 方向 
《du/ar) 和 du*/dv*， 必 同时 成 立 


5 如 de + (ead ede) 
dt dt* dt dz* dst dit* 


如 dr 4 ( 旺 so + 反 ae) 
dt di* dt dz* 
dv dv 一 
dt dt™* 


du™ 
2 ， 便 有 


二 站 


从 这 两 式 先 消去 es， 


ae (a dt dt 
du dv dv du 
由 于 一 一 一 是 任意 的 ,我 们 分 别 取 一 -一 (0 及 ee 0, 其 结 
dt dt az daz 
果 是 
EF FG 
五 ; Re A Gi! 
所 以 (2.6) 成 立 ， 
等 距 对 应 显然 是 共 形 对 应 的 特殊 情况 ,后 者 还 有 下 列 的 重要 
性 质 . 
命题 任何 曲面 到 平面 的 共 形 对 应 一 定 存在 . 
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换言之 ,对 任何 曲面 $5， 总 能 取 到 一 组 参数 :(&，2)， 使 得 它 
的 第 一 基本 形式 化 为 
] = pi 二 5) (di + dv’), (2.7) 
这 种 参数 称 为 等 温 参 数 . 
证 明 对 曲面 5 的 第 一 基本 形式 进行 改写 ,就 是 
l= Ed + 2Fdudy + Gadv’ 


一 (Edu + (F + VF’— EG)d») 


Xx(Edu + (F — VF’— EG)dv) 


mm (Edu + Fdyt+i V 8 dv) 


x(Edu 十 Fdv 一 i 8 dv), (2.8) 
其 中 记 8 一 EG 一 F? >> 0。 由 常 微 方程 的 理论 , 必 存 在 一 个 非 零 


的 ( 复 的 ) 积 分 因子 ,使 得 pCEdu 十 Fdv + iV 8 dv) 变 为 某 个 
复 函 数 > 一 云 十 i; 的 全 微分 


nu(Edu + Fdo + iV 8 dy) = dy. (2.9) 
两 边 和 名 取 复 共 罗 后 , 便 有 
(Edu + Fdo —iV g dy) = dj, 
将 它们 代 人 (2.8) 得 到 
NE 0 (2.10) 


Er RE Elxl 

设 p 于 十 19， 从 (2.9) 计 算 的 结果 电 
di = p(Edu + Fdy) — 4V dv, 
dD «= q(Edu + Fdy) + pV Edv. 


可 是 
B(x, 5) IPE pF —4V 8 | (pHIEVE>O, 
B(u, v) |aE FF 十 pw 
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8. 当 旋 转 面 与 平面 构成 共 形 对 应 时 ， 如 果 旋 转 面 上 的 经 线 的 象 都 
是 圆 ,证 明 它 的 纬 线 的 象 也 是 圆 ,而 且 反 之 亦 然 。 这里， 直线 
都 被 看 成 为 有 无 穷 大 半径 的 辑 . 


$ 3. 第 二 基本 形式 


为 研究 曲面 在 空间 Ri 中 的 弯曲 情况 ,我 们 将 引进 曲面 的 第 二 
基本 形式 . 
3.1。 第 二 基本 形式 的 定义 

设 P 是 曲面 sS 上 的 任意 点 ，TsS 是 $s 在 P 的 切 平面 ， 在 5 
上 ,PP 的 邻近 点 P 到 TpS 的 有 向 距离 5 (图 4-9) 是 PP 在 n 


图 4-9 
上 的 投影 。， 由 商量 函数 的 Taylor 展开 公式 得 到 
PP' = r(u + Au,v + Av) —r(u,v) 


一 ruAt 十 r,Av 十 (ru Au) 十 2ru.,AuAy 


r,,(Av)’) i ”9 
那么 
Doe PP wi S (r,s Au) + 27,, Au hy 
+r,,(Av) nt+:.…, 
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式 中 ,… 表 示 关 于 An，Av 的 高 于 二 次 的 项 ， 当 已 在 $S 上 无 限 
接近 于 P 时 ，Au 一 0，Av 一 0， 我 们 取 25 的 主 部 作为 曲面 的 第 
二 基本 形式 : 
II-= Ladu’ + 2Mdudv + Nav’, (3.1) 
其 中 
L=riu :nn, M=ry:n, N=7r,,:n (3.2) 
称 为 曲面 的 第 二 基本 量 。 由 于 r。+n 一 0,r,n 一 0， 两边 分 
别 对 于 wn,，v 求 导 , 便 得 到 
ru :NR R00, rf, -n+r,..n,=1, 
ras 下 十 7 1 一 0 fr,, :RR+r,:n,= 0, 
于 是 
Lo= 一。1，Af 一 一 pv 1 一 一 六， fy, 
N= —7r,.: nn,, 


因此 ,第 二 基本 形式 可 写成 
II 一 一 dr .dm 一 一 (dr，dr)。 


从 法 向 量 = 的 表达 式 , 还 可 以 改写 第 二 基本 量 为 下 列表 达 式 : 


L 一 res Fes ran) M (Ts Y,, Fy 2 
re X ,| |r。x ,| 


(Yr, r ss 了 > 
< ~ /2 2 vy 3.3 
1r。X 7v| 


我 们 在 上 一 节 中 ， 已 经 说 明了 平面 和 正 圆 柱 面 可 使 之 县 有 相 
同 的 第 一 基本 形式 . 但是， 它们 的 第 二 基本 形式 是 不 相同 的 。 这 
就 表明 ,尽管 两 曲面 有 相同 的 度量 ,它们 在 R 中 的 弯曲 度 却 不 一 
样 . 


3.2. 人 隐 -变换 
为 方便 起 见 , 我 们 将 参数 (u,v) 写成 (w',w), 而 且 令 7 二 


Yus 72 一 Ty, 
现在 ,在 曲面 的 任何 点 (xw，w) 的 切 平面 上 导 人 线性 变换 , 即 
8 -变换 


9D5 。 


W(r;) 一 一 让 (3.3) 
从 这 变换 的 线性 人 性质 得 知 ,对 于 切 平面 上 的 任何 一 个 向 量 
X= diy 十 er,, 
有 
W(X) = 一 0 — ap,, (3.4) 
这 样 的 定义 与 S 所 在 空间 坐标 系 的 选取 和 参数 的 选取 都 是 无 关 
的 。 这 点 请 读者 自行 验证 . 
命题 W- 变 换 对 于 任何 一 点 P 的 两 切 向 量 天 和 YY 满足 下 
列 关 系 : 
(W(X), Y) ~ (X, w(Y)), 
称 它 为 自 共 圈 变换 . 
证 明 由 于 WW- 变换 是 线性 的 ， 我 们 只 须 对 项 一 mm YY 一 
r; 时 证 明 上 式 成 立即 可 ,事实 上 ， 
(WAri), Ti) 一 (Ri, Fi) = 一 下 用 
一 (Rn: r):tn.r 
—R-. Ti=Nn. Pr; 
= RT) nT 
一 ri, Ri) = Ari, Wr)), 
证 毕 . 
根据 线性 代数 知识 知道 ， 自 共 孝 线性 变换 W 有 两 个 实 特 征 值 
hh 和 已 ， 以 及 与 此 相应 的 特征 向 量 e:/，c，,， 它 们 都 有 特殊 的 几 
何 意义 ,下 一 节 我 们 再 来 研究 。 


3.3。 渐 近 曲线 
设 曲面 在 P 点 处 的 两 个 向 量 六 ，Y 满足 
(W(X¥), Y) 一 0， 
则 称 这 两 个 向 量 互 为 共 弧 . 
如 果 XX 与 它 本 身 共 乞 。 则 称 大 为 渐 近 方向 ， 
如 果 曲 面 上 一 条 曲线 在 每 点 的 切 向 量 都 是 渐 近 方向 ， 则 称 这 
条 曲线 为 渐 近 曲线 . 
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我 们 现在 来 推导 渐 近 曲线 的 微分 方程 . 
设 渐 近 曲线 的 参数 方程 为 4 一 xz， 一， 那么 它 的 切 
向 量 目 共 斩 的 条 件 为 


(w (rs EE +r ee), A PE 9 
dt di ds dz 
即 
A 一 下, 二 一 0 
dz 他 nt dt 
因此 得 到 渐 近 线 的 微分 方程 为 
2 
L( 绎 ) +2M 到 如 十 N( 和 | 一 0. (3.5) 
di at dt at 


特别 地 ,如 果 取 曲面 $ 的 渐 近 曲线 为 参数 曲线 , 即 参数 曲线 构 
成 渐 近 线 网 ,那么 从 (3.5) 容 易 得 到 
L=0,N= 0, (3.6) 
反 过 来 ,(3.6) 式 也 是 参数 曲线 构成 渐 近 线 网 的 充分 条 件 ， 
习 题 
. 证明: 曲面 的 第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 对 于 R 中 运动 都 
是 不 变 的 . 
2. 写 出 曲面 > 一 f(x，y) 的 第 一 ,第 二 基本 形式 ， 
证 明 : WwW- 变换 的 定义 是 有 内 在 意义 的 , 即 它 不 依赖 于 曲面 上 参 
数 的 选择 ， 
证明: 当 曲 面 参数 w,v 变 为 #5, 5 时 ,第 二 基本 形式 的 判别 式 
满足 关系 


CS 


WW 


< 


FN Mo [ol 2)] ha 
ZH 一 并 | (LN 一 M2)， 
5. 证 明 : 曲面 8 的 两 参数 曲线 切 向 量 处 处 共 斩 的 充 要 条 件 是 


AM 一 0， 
:证 明 : (1) 曲面 上 的 直线 是 渐 近 曲线 ; 
(2) 在 直面 在 各 点 询 有 落 在 其 上 的 三 条 不 同 直线 相交 ， 
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ON 


则 它 必 为 平面 . 
7， 当 曲 面 的 方程 为 F(x, yy， z) 一 0 时 , 求 渐 近 曲 线 的 微分 方程 。 


$4. 曲面 上 曲线 的 法 曲率 


设 曲 面 $ 的 参数 方程 是 > 一 rlul,u?),P 是 S 上 任意 一 点 ,过 

P 作 一 条 曲线 CC5， 它 的 参数 方程 是 wi=wu'(s)， 其 中 :是 弧 
长 参数 。 那 末 曲 线 C 的 单位 切 向 量 为 (图 4-10) 

T= 到 一 六 du du- 


设 & 是 曲线 C 在 己 反 的 曲率 ， N 是 曲线 C 在 P 点 的 主 法 向 
量 , 那 么 由 Frenet 公式 得 


AN~ TS) 一 王 


du!du! du! du’ 
mg ds “Yas ds 
du’ 
+ra 邓 玫 2 + 


其 中 民 表示 5 在 P 点 的 某 一 切 向 量 。 我 们 称 kN 与 曲面 在 P 点 
的 法 向 量 n 的 数量 积 为 曲线 C 在 了 处 的 法 曲率 , 记 为 《.， 这 样 ， 
便 有 


Ro kN.n= 总 | 十 2 2r 和 风 +ra[ 地) 
War), ary (4.1) 


I (dr, dr) 
因此 ,，《。 只 与 C 的 切 向 量 方向 有 关 。 而 与 切 向 量 的 长 短 无 关 , 这 
就 是 下 列 的 
Meusnier 定理 ” 若 曲面 上 两 条 曲线 在 某 点 相 切 ， 则 它们 在 
这 点 的 法 曲率 也 相等 。 
现在 ,再 来 考虑 法 曲率 的 几何 意义 . 
如 图 4-10 所 示 , 过 7 和 m 作 一 平面 , 它 和 曲面 S 交 于 一 条 
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图 4-10 图 4-11 


平面 曲线 C*, 称 为 法 截 线 ， 在 P 点 ， 它 也 以 为 单位 切 向 量 . 
根据 Meusnier 定理 , C 和 C* 在 P 点 法 曲率 是 相等 的 。 而 C* 的 
法 曲率 绝对 值 和 C” 的 曲率 相等 。 由 此 得 到 
推论 曲线 C 在 P 点 法 曲率 的 绝对 值 和 其 相应 法 截 线 C” 在 
P 后 的 曲率 相等 . 
设 P€é S, ee 是 在 P 点 的 切 平 面 中 WW- 变 换 的 两 个 相互 
正 交 的 单位 特征 向 量 ,其 特征 值 为 《%， 和 《*;， 即 ， 
W (eu = he, 
W(e@,) = ke,. 
我 们 来 计算 e; 方向 的 法 曲率 
1 ) ，e; 必 ei ，e; 
Kolei) 一 全 = ki, (4.2) 
这 说 明 , 玉 -变换 的 特征 值 正 好 是 相应 特征 方向 的 法 曲率 . 
现在 , 取 P 点 的 任 一 切 向 量 7 (图 4-11), 而 且 来 推导 它 的 相 
应 法 曲率 . 
从 
了 一 cosge, + sin Oe,, 
其 中 6 为 从 e 到 了 的 正 向 的 夹 角 ,我 们 有 
w(T),T 
kr) 一 他 
= (W(cos0. e+ sin0. e,), 


cos0 .el 十 sin0.e:/ 
一 《cos0 .het sin0O. he,, 
cos0 .et sin0 . e,), 
即 所 求法 曲率 的 Euler 公式 
R» 一 Ricos'0 + ksin’0, (4.3) 


习 题 
1. 证 明 :; 球面 在 每 后 的 任何 方向 的 法 曲率 等 于 常数 , 
2. 证明: 曲线 CC 5S 是 5 上 渐 近 曲线 的 充 要 条 件 是 : C 为 直线 ， 
或 者 C 的 密切 平面 与 曲面 的 切 平面 重合 . 
3. 任何 两 个 正 交 方向 的 法 曲率 之 和 为 常数 , 


“§ 5， 主 曲率 、Gauss 曲率 ,平均 曲率 


曲面 在 任何 一 点 P 的 各 方向 有 相应 的 法 曲率 ， 它 的 变化 可 从 
Euler 公式 显示 出 来 。 从 (4.3) 看 出 kt 是 6 的 函数 ， 它 的 导 画 数 
是 


人 w= (RK; — KR )2 sin 0 cos0, 
如 果 多半 说 ， 那 么 当 06 二 0 和 0 二 > 时 《分 别 取 极 值 。 如 果 


之 名， 那么 (0) 是 最 大 值 ， (三 ) 是 最 小 值 ， 因 此 ,Ww- 


变换 的 特征 方向 e 和 e: 分 别 是 在 P 点 的 法 曲率 分 别 达到 最 大 
值 和 最 小 值 的 方向 。 我 们 称 它们 为 主 方向 ; 相应 的 法 曲率 如 和 
妨 称 为 主 曲率 . 
如 果 太一 已 《4.3) 表明 :在 这 点 的 任何 方向 都 有 同一 法 
曲率 p。 这 样 的 点 称 为 脐 点 。 从 (4.1) 知 道 , 暗 点 的 特征 是 : 
Lo= pE, M= pF, N= pG. 
当 p 一 0 时 , 称 该 脐 点 为 平 点 , 当 。 < 0 时 , 则 称 为 圆 点 . 
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(M 一 2F) ai 十 (N 一 2G)au 一 0. 
因为 a1,a 不 同时 为 堆 , 所 以 主 曲率 1 必须 满足 下 列 二 次 方程 
L—iE M—iF a (5.4) 
M—iF N 一 21G 
从 (5.1):,(5.2) 和 (5.4) ,我 们 得 到 Gauss 曲率 和 平均 曲率 的 表达 式 
如 下 : 


了 EN 一 M 
一 二 6 二 本， 
GL—2FM 十 正八 
人 2(EG 一 F’) 55) 
其 次 ,我 们 将 讨论 曲率 线 . 


设 C 是 曲面 3 上 的 一 条 曲线 。 如 果 C 在 各 点 的 切 方向 正好 重 
合 于 曲面 在 该 点 的 一 个 主 方向 ,那么 称 曲线 C 为 曲率 线 。 显 然 , 曲 
面 上 有 二 系 曲率 线 . 
设 C 的 参数 方程 是 w 一 w'(:)， 那 么 从 定义 便 可 导出 曲率 线 
的 微分 方程 。 首 先 令 (5.3) 中 的 
1 du 下 du . 


4 =——, 0 


at de” 
| du uw 
(L—1E 十 (M 一 一 14P) 和 一 0 
从 
(M 一 14) 双 pe 16) 学 一 0， 
或 改写 成 
1 2 4 2 
(党 +M 涩 ) 一 2(E 于 FF 半 )~0， 


: 2 
(me a 2) 一 1(F +6E) 0. 


dz dt dr at 
因为 1, 一 1) 是 上 述 方程 组 的 非 零 解 , 我 们 有 
和 
Be 
d dt dart a 
du dw’ du! du’ 
Mo TN So 
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出 


(2) lu du ( 生 ) 

dt dt dt dat 

. 二 区 一 0. (5.7) 
L M N | 


这 就 是 曲率 线 的 微分 方程 。 它 表示 了 二 系 曲率 线 ， 其 中 * 表示 参 
数 ， 
命题 (Rodriques 公式 ) 设 曲面 sS 上 的 曲线 C 是 一 (5)， 
其 中 :表示 参数 . 为 了 CC 是 5 的 曲率 线 ， 充 要 条 件 是 : 存在 函数 
1(s), 使 得 
dn 一 — hdr. 
证 明 为 了 dr 是 W- 变 换 特 征 方向 , 充 要 条 件 是 
W(adr) = Adr, 
可 是 从 W- 变 换 定义 得 知 
W(adr) 一 一 dr， 
所 以 C 为 曲率 线 的 充 要 条 件 , 就 是 在 C 上 处 处 成 立 
dn 一 一 407r。 
命题 ”为 了 曲面 S 上 的 曲线 C 成 为 3 的 曲率 线 , 充 要 条 件 是 : 
曲面 在 C 上 各 点 的 法 线 所 生成 的 直 纹 面 研 为 可 展 曲 面 。 
证 明 设 曲 线 C 的 参数 方程 为 一 p(s)， 其 中 :为 弧 长 , 那 
么 直 纹 面 允 的 方程 可 表 为 
r= p(s) + vnls), 
式 中 vv 是 另 一 参数 . 
如 果 C 是 曲率 线 ,由 Rodriques 公式 
dn = — Ndp. 
男 一 方面 ,> 做 可 展 面 的 充 要 条 件 是 
(p', my nm) = 0. (5.8) 
从 上 述 Rodriques 公式 得 知 这 个 条 件 是 满足 的 。 所 以 了 是 可 展 曲 
面 . 
反之 ,如 果 (5.8) 成 立 , 则 必 有 不 全 为 0 的 a, 8, c， 使 得 
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4a0 + bn cn mm 10， 
两 边 对 m 求 数量 积 后 得 出 4 一 0， 那么 
20 十 cf == 10。 
这 就 有 二 种 情况 : 
i) C 一 0， 导 致 p' 一 0， 不 可 能 ; 
ii) C0 Nn 二 p 。， 按 Rodriques 公式 ,我 们 知道 C 是 


曲率 线 , 
从 曲率 线 的 这 个 特征 立即 可 以 看 出 旋转 面 上 的 经 线 和 纬 线 都 
是 曲率 线 。 这 是 因为 ,经 线 的 法 线 曲面 正好 是 经 线 所 在 的 平面 ,而 
纬 线 的 法 线 曲面 正好 是 正 圆 锥 面 ,它们 都 是 可 展 曲 面 . 
习 是 
1. 设 曲面 5 的 方程 为 x = f(x,y)， 计 算 它 的 总 曲率 及 平均 曲率 
的 表达 式 。 
2. 计算 环 面 
pP(t，2) = ((a + rcosu)cosv, 
(a + rcosu) sinv, +r sinw) 
在 各 点 的 总 曲率 K, 其 中 0 志 w < 过 2x, 0 志 v 之 2x 
3. 求 螺 面 + 一 (wcosv，usinv，4 十 v) 的 总 曲率 与 平均 曲率 . 
4. 证 明 : 如 果 在 曲面 上 的 一 点 K > 0， 则 不 存在 实 的 渐 近 方向 ， 
反之 ,如 果 K < 0, 则 存在 两 实 渐 近 方向 ,而 且 主 方向 平分 这 
两 渐 近 方向 所 张 成 的 角 . , 
5. 在 不 含 脐 点 的 曲面 上 ， 参数 曲线 构成 曲率 线 网 的 充 要 条 件 是 : 
Fe M = 0. 


6. 如 果 曲 面 在 其 一 点 忆 的 两 个 方向 既 正 交 又 共 罗 ， 则 必 为 二 主 方 
向 。 

7. 证明: 旋转 极 小 曲面 必 为 悬 链 面 

8. 证 明 : 曲面 成 为 极 小 曲面 的 充 要 条 件 是 : 在 其 上 存在 两 族 正 交 
的 产 近 曲线 , 
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9. 证 明 : 直 纹 极 小 曲面 除 平 面 外 ,只 有 正 螺 面 . 

10. 证 明 : 曲面 的 总 曲率 常 为 0 ， 是 曲面 成 为 可 展 曲面 的 充 要 条 
件 . 

11. 当 曲 面 在 一 点 了 的 总 曲率 天 > 0 时 称 为 椭圆 点 ; 当 开 < 0 时 ， 
称 为 双 曲 点 ;当天 一 0 时 , 称 为 抛物 点 。 说 明 对 曲面 上 点 的 这 
种 分 类 是 与 曲面 的 参数 选取 无 关 的 . 

12. 设 曲面 S:r 一 r(xw,，v) 上 没有 抛物 点 ,并 设 5 的 一 个 平行 曲 
面 为 5:7 一 了 十 Xn (2 为 常数 ). 证 明 : 可 选取 $ 的 法 向 
最 元 ， 使 得 $ 的 总 曲率 与 平均 曲率 分 别 为 

人 
] 一 21 刀 十 ?2 天 1] ~— 24H + MK" 


§ 6. 曲面 上 的 活动 标 染 、 曲 面 的 基本 公式 


这 节 将 要 推导 的 曲面 的 基本 公式 类 似 于 曲线 论 中 的 Frenet 
公式 .为 此 ,首先 在 曲面 的 各 点 引进 一 个 与 曲面 有 关 的 活动 标 架 ， 
我 们 已 经 知道 ,曲面 在 每 一 点 有 切 平面 和 法 向 量 , 因此 , 切 平面 上 
任何 一 组 基 向 量 和 法 向 量 一 起 构成 空间 的 一 组 标 架 。 当 这 点 在 曲 
面 上 变动 时 ,这 种 标 架 构成 了 活动 标 架 。 特别 地 ,我 们 可 用 坐标 曲 
线 切 向 量 r,，r,， 和 法 向量 n 构成 一 个 活动 标 架 {P, r,s, r,, n)， 
以 后 为 方便 起 见 ,我 们 引进 新 记号 

r= r(u!, w); 

六 一 了 7 一 也; 

Fu Fs 一 faivs 一 r,s 

gu=E, gv=— gy= F, gO= G0; 

Qu=L, Qi= Qn= M, OQ»y= N: 
并 且 ,利用 和 式 约定 : 凡 表 达 式 中 遇 到 上 下 重复 的 指标 时 ,就 意味 
着 关于 这 个 指标 从 1 到 2 作 和 和。 因此， 第 一 和 第 二 基本 形式 分 别 
可 简写 为 ( 省 略 了 记号 > ) 


| 
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I 一 gdu'du’, 
I = Qidu'dui, 
于 是 曲面 的 活动 标 架 可 记 为 {P; 7, 7,, n}. 
/ 现在 ,我 们 将 考虑 曲面 上 无 限 邻 近 处 两 个 标 架 之 间 的 关联 . 首 
先 , 把 向 量 ri; 和 m 表示 为 m，m 和 n 的 线性 组 合 
人 一 on 十 bijn, (6.1) 
R= — wir t+ cin, 
其 中 。T 一 不 ， bi; 一 bii，wi ,ci 为 待定 系数 ， 
由 于 单位 向 量 m 的 导向 量 n; 在 切 平面 上 ,所 以 c; 一 0， 再 
作 (6.1) 的 第 二 式 两 边 与 一 r; 的 数量 积 
—ri N= wr ri 
可 是 从 定义 
Qi ri RTH, bij i.* Fis 
所 以 
9 wiBiie 
如 记 (gj) 的 逆 阵 为 〈82)， 即 
， [0，i 闫 率 ， 
BijBIt = 6 = 全 yy 
那么 1 
wi 一 8 Di . (6.2) 
又 作 (6.1) 的 第 一 式 两 边 与 向 量 mn 的 数量 积 ,立即 得 到 
bi; = Qii, (6.3) 
最 后 ,我 们 来 求 政 。 首 先 从 (6.12 和 (6.3) 可 见 
~ Fij = Thr 十 Qn, 
由 此 也 得 知 下 关于 i, i 是 对 称 的。 再 将 
Yi* Yi = 8 - 


关于 sw* 求 偏 导数 ,其 结果 为 


将 (6.1) 第 一 式 代 人 左边 ,并 经 整理 后 ,我 们 有 
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Op.,; 
Dig + Tirgri 一 Ee , (6.4) 


kt 
如 下 所 示 , 交 替 利 用 蕊 关于 i, i 的 对 称 狂 以 及 (6.4) 式 , 便 得 到 
D8i 


了 8 3 Dy:g1 一 —Thigij 十 Or 


Ogijx 
一 —Tig 十 Bu 


Og;; Ogin 
一 Th Bat + Bx 


Ogii Ogijn 
一 Tjg1i — But t By 


Og Og:; Ogit 
Tet Br ~ Bu + Bu 


所 以 


1 Og Ogin Ogii 
Lg 2 (Be + gm Ou* ) 


从 而 


Og,; Og; Og,;; 
Tj = 0 (Bo 3 a st). (6.5) 

这 样 ,完全 由 曲面 的 第 一 基本 形式 所 确定 的 ry 称 为 联络 系数 ， 将 
(6.2), (6.3), 《5.5) 代 人 (6.1) 束 得 到 曲面 的 基本 公开 : 

dr 一 rdu’, 

dr; = Thduir, + Qiduin, (6.4)’ 

dn = — 8 Qidu'rh, 
它 是 关于 r, 7;, n 的 全 微分 方程 组 , 其 中 各 系数 都 是 由 曲面 的 第 
一 和 第 二 基本 量 &;; 和 0;; 所 决定 的 .〈6.4) 的 第 二 和 第 三 式 分 
别称 为 Gauss 公式 与 Weingarten 公式 ， 


习 题 
1. 当 曲 面 采取 正 交 曲线 网 时 , 写 出 曲面 的 基本 方程 的 具体 表达 式 ， 
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当 但 面 的 方程 为 帮 x， y) 时 , 求 它 的 各 联络 系数 . 


$ 7. Gauss 方程 与 Codazzi 方程 


我 们 已 经 知道 ， 一 个 给 定 的 曲面 必 有 第 一 基本 形式 和 第 二 基 
本 形式 ,而 且 它 的 许多 几何 性 质 都 是 由 这 两 个 基本 形式 所 确定 的 ， 
那么 ,很 自然 地 ,人 们 会 提问 : 任意 给 定 两 个 依赖 于 二 变量 二 ，w 
的 二 次 微分 形式 

gj di dui 和 Qi;; du' dui, 

能 否 确定 一 个 曲面 ,使 它 具 有 这 两 个 二 次 微分 形式 ? 

为 解决 这 个 问题 ， 我 们 将 曲面 的 基本 方程 看 成 为 一 组 以 所 给 
定 的 两 个 形式 的 有 关系 数 作 系 数 的 微分 方程 ， 而 从 此 推导 这 个 方 
程 组 有 解 的 条 件 , 即 这 方程 组 的 可 积 条 件 . 这 些 条 件 就 是 Gauss 方 
程 和 Codazzi 方程 . 

为 这 目的 ,将 曲面 的 基本 方程 改写 如 下 : 

Or 


一 一 一 Yi 

Ou 

Ori ,rir, + 09, 

Bui = £ jx + Gin, (7.1) 


On 
Ou i 


向 量 >, 7;, n 的 二 阶 偏 导数 是 可 交换 次 序 的 , 即 : 


ran 
Bu’ 8 


的 -加 oa 
Ou! \ Oui Oui \ Ou! 
0 (P23) ~ (a) (7.4) 
Es Ou’ Dr \ Ow’ 


由 于 玫 和 09; 关于 i, i 都 是 对 称 的 ,所 以 (7. 2) 自 然 成 立 ， 再 将 
《7.1) 代 人 (7.3)， 
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(7.2) 


ort 


i ret THCTErn + Qun) 


十 oe 7 十 Q,(— wir,) 


E> or re 十 IT (CT 十 QUm) 
Ow 


十 O09 ni Qn(— wire). 
Ou! 


利用 rt 和 n 的 独立 性 就 得 出 


开 
OD; OD | pert Tork 一 Qiwt — Oo， (7.5) 


Ou! Ou ; 
一 ee tTiQm— Indn 一 10. (7.6) 


我 们 称 (7.5) 为 Gauss 方程 ,(7.6) 为 Codazzi 方程 , 它们 是 曲 
面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 系数 必须 满足 的 关系 式 ， 

当然 ,我 们 还 可 以 将 (7.1) 代 人 (7.4)， 考 虑 是 否 还 有 其 它 的 关 
系 式 ， 实 际 上 ,不 能 再 产生 新 的 关系 式 了 ,具体 验证 留 给 读者 作为 
练习 . 

在 (7.5) 和 (7.6) 中 , 如果 分 别 令 4 i, 1, :一 1 2, 并 且 用 记号 
E, F,G 和 LL, M,N, 就 可 得 到 许多 方程 为 简便 计 ,在 曲面 上 
选取 正 交 参数 网 ,于 是 F = 0， 而 且 经 推导 得 知 : ”Gauss 方程 中 
只 有 一 个 是 独立 的 , 即 : 

1 VE), VG LN—M’ ,, 

-7 上 上 沽 [Ye YE | ~- 。 (7.7) 
而 Codazzi 方程 中 只 有 两 个 是 独立 的 , 即 ; 


两 -的 -和 


et 


VE El 
-9 


作为 Gauss 方程 的 推论 ， 我 位 可 以 证 明 下 列 极 其 重要 的 定 
至: 
定理 〈《Gauss) ”曲面 的 Gauss 曲率 是 由 曲面 的 第 一 基本 形式 
所 完全 确定 的 . 
证 明 首先 ,因为 Gauss 有 曲率 与 曲面 的 参数 选取 无 关 , 不 妨 取 
曲面 的 正 交 参 数 曲 线 网 。 于 是 F 一 0， 而 且 从 (5.5) 式 得 出 Gauss 
曲率 的 表达 式 : 


jw LN—M’ 
EG 
可 是 (7.7) 表 明 
a 
[2 有 
所 以 证 明了 定理 . 


$ 8. 曲面 论 基 本 定理 


现在 ,我 们 来 研究 上 一 节 一 开始 就 提出 的 问题 , 它 的 解答 就 是 
最 初 由 OQ，Bonnet (1867 年 ) 所 得 到 的 . 

曲面 论 基本 定理 ”在 平面 单 连通 区 域 中 给 定 两 组 函数 8g;; 和 
Qi(i, 一 1， 2)， 假 定 它们 关于 i, i 都 是 对 称 的 , sr 是 正定 的 ， 
而 且 还 满足 Gauss 方程 和 Codazzi 方程 。 那么 以 8;;，2i; 分 别 
为 第 一 和 第 二 基本 量 的 曲面 一 定 存 在 ， 并 且 除 空间 中 的 一 个 运动 
外 ,是 唯一 的 . 

此 定理 的 证 明 并 不 难 ， 这 里 不 予 详 述 。 读 者 可 参考 其 它 书 籍 
(例如 苏 步 青 、 胡 和 生 等 人 编 的 《微分 几何 》). 


习 


1. 设 曲 面 的 第 一 基本 形式 为 
I = pd + dv ). 
证 肯 : 曲面 的 Gauss 曲率 可 表 为 


tiO 。 


其 中 


是 Laplace 算 子 . 
2. 证 明 : 在 曲面 的 一 般 参 数 下 ， 


-CTF Ea £, FE 
2 2 2 
G 
Ri Fe E F 
cz F 6G 
2 
0 BE 2 
2 2 
_ | E FF 
2 
a Fp G 
2 
3. 证 明 : 曲面 
2 2 
Sr ~ (a bv , 罕 士 妈 ) 
2 
与 


,= 7 a+ by 
S:r (zz, bv , > ) 
当 ab 型 a8 时 ,在 对 应 点 (w, v) 与 (#,2) 处 的 Gauss 曲 
率 相等 ,但 5 与 5 之 间 并 不 存在 等 距 对 应 . 
4. 设 曲面 的 第 一 基本 形式 为 
I = dw’ + 2coswdudv 十 do 
证 有 明 : 它 的 Gauss 曲率 是 
K= 一 ue 
sin w 


。 111 。 


5. 证 明 : 不 存在 曲面 ,使 得 
EmG~m1l, F=0 Lmi1, M=0,N=—l, 
义 间 : 是 否 存 在 曲面 ,使 得 
E=1, F=0, G= cosy; L = cosw, 
Me=0, N= 1 
成 立 呢 ? 


$9. 而 地 线 


设 曲面 S 的 参数 方程 为 一 rlw', 2)，C 是 3 上 的 一 条 曲线 
wo w'(s)， 其 中 :是 弧 长 参数 。§4 中 我 们 已 经 分 解 C 的 曲率 向 
量 为 两 部 分 ,一 部 分 为 它 在 曲面 法 向 量 上 的 投影 是 法 曲率 ; 据 此 定 
义 的 另 一 部 分 为 它 在 切 平 面 上 的 投影 r。 

为 了 计算 rz， 我 们 利用 


aT 
N= —— 
2 
即 
dd /dar 
"二 
人 ds \ds/” 
或 
2 4 i y i f 
AN = (所 十 Ti; 2 EE) 十 Qj A dn 
ds ds ds ds ds 
所 以 , 
AN 一 z + kn, (9.1) 
其 中 z i 
r 一 ( 25 A < 
dr "ad ds/ 


我 们 称 z 为 测 地 曲率 向 量 ， 容 易 看 出 ，z 既 垂 直 于 法 向 量 n 又 
垂直 于 昌 线 的 切 向 量 , 因 此 z 与 单位 向 量 n Xx 六 平行 ,于 是 记 

t= kn x T), (9.2) 
称 人 为 曲线 C 的 测 地 曲率， 从 (9.1) 和 (9.2) 我 们 得 到 
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一 他 士 驴 。 (9.3) 
如 果 曲 面 S 中 的 一 条 曲线 C 在 每 点 的 测 池 曲率 等 于 0, 则 称 
它 为 测 地 线 。 这 时 一 0， 所 以 一 0， 我 们 得 到 测 地 线 的 微 
分 方程 
dx + Ti a 
ds ds 
这 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 组 .给 定 了 初始 条 件 
| ; du' du’ , 
| (人 一 1,2)， 
这 组 方程 便 有 唯一 解 ,也 就 是 说 ,我 们 可 以 引 唯 一 的 测 地 线 ， 使 它 
过 曲面 上 的 任 一 点 并 在 这 里 切 于 一 个 已 知 方向 的 切线 . 
从 测 地 线 定义 可 以 看 出 ， 测 地 线 的 决定 仅仅 依赖 于 曲面 的 第 
一 基本 形式 。 因 此 , 当 两 个 曲面 构成 等 距 对 应 时 ,它们 的 测 地 线 也 
互相 对 应 ， 
从 测 地 线 的 定义 直接 推出 如果 曲面 上 有 直线 ， 则 这 直线 一 
定 是 测 地 线 。 此 外 可 以 证 明 : 
命题 ”为 了 曲面 上 的 非 直线 的 曲线 成 为 测 地 线 , 充 要 条 件 是 : 
除了 曲率 为 零 的 点 以 外 ,曲线 在 每 点 的 主 法 线 重 合 于 曲面 和 的 法 线 ， 
证 明 如 果 一 0, 从 (9.1) 立即 知道 入 平行 于 n。 反之， 
如 果 平行 于 n， 则 z 一 0， 于 是 曲线 为 测 地 线 ， 
推论 ”如果 两 曲面 沿 一 条 曲线 相 切 ， 并 且 这 曲线 是 一 方 曲面 
的 测 地 线 , 它 也 一 定 是 他 方 曲面 的 测 地 线 ， 
根据 上 述 命 题 立 即 导 出 。 球 面 上 的 测 地 线 是 大 圆 弧 全 体 ， 实 
际 上 ， 球 面 上 大 圆 弧 的 主 法 线 正 好 与 球面 法 线 一 致 ， 根 据 命题 它 
是 测 地 线 。 又 由 于 过 球面 上 任何 一 点 及 任何 方向 都 可 引 一 条 大 加 
弧 , 它 正好 与 由 该 点 该 方向 所 决定 的 测 地 线 相 重 合 . 
我 们 再 进一步 考察 测 地 线 的 弧 长 变化 性 质 . 
设 曲 线 C:w = 二 w'(s) 是 曲面 $ 上 以 4 为 起 点 和 B 为 终点 的 
一 条 曲线 .如 果 保 持 曲 线 C 的 两 端点 而 使 之 变动 ， 就 得 到 曲面 5 
上 的 一 族 曲线 C，( 图 4-12): 


一 0， (9.4) 
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C1 


人 锡 4-12 


2 = U's, 4), 
其 中 e 委 ?和 是 C， 的 参数 . 当 1 一 0 时 ,假定 C。 正好 就 是 
曲线 C, * 是 C 的 弧 长 参数 ,但 不 一 定 是 其 它 C， 的 弧 长 参数 . 
显然 
Or 
8s 


.为 沿 C 的 向 量 场 , 记 作 


=0 

Or 

可 是 襄 r 

Or 

BD en OT + hls)n xT, 

其 中 i(s) 与 多 s) 是 沿 曲线 C 定义 的 两 个 通 数 。 
沿 C， 从 4 到 B 的 弧 长 为 


bp /Or Or 
LCD 一 J 机" 醉 汪 


dL Pe Br 
Dl)aVG: B55 | 


Br 6 /Br 
_ 更- | 


那么 ， 


ds 


′ /6r . 6r 
DSS 95s 


硬 
a OS \04 li=0 


A=0 


elt4 。 


-| TAAUT+t hnx Td 
"85 


| + HT (nx T')]as. 


由 于 区 = KN 一 kntTt 及 7 一 k(n XT), 所 以 
nxT ~nxXx (Rn)=nXr 
= nxX k(nxT)= —hT, 
将 它 代 人 上 式 后 得 到 


dL > 
一 一 一 /一 hke)ds, 
7 | ( — Ma)as 


又 因为 在 ss 一 a,5b 处 ，C) 不 动 ,因此 


A=0 


Dr 
0 [22 
于 是 (a) 一 1(8) 一 0， 因此 得 到 了 曲线 弧 长 的 第 一 变 分 公式 
aL BE 
7 a 一 | /8 ed5。 (9 5) 
据 此 ,我 们 有 下 列 的 


命题 ”为 了 曲面 上 的 曲线 C 成 为 测 地 线 ， 充 要 条 件 是 : 曲线 
C 的 弧 长 达到 临界 值 , 即 L'《0) = 0. 

证 明 必要 性 从 (9.5) 式 立即 知道 。 反 之 ， 如 果 曲 线 C 不 是 测 
地 线 ;, 那 么 它 的 测 地 曲率 kz 必 在 C 上 某 点 2 附近 均 有 A 台 > 0( 或 
ks < 一 0)。 在 这 个 邻 域 中 4 过 0, 且 h(0) > 0,， 在 这 邻 域外 取 
h 一 0， 这样 (9.5) 的 右 端 积 分 就 小 于 零 ( 大 于 零 ), 而 与 假设 L'(0) 
一 0 相 巴 盾 ， 

在 曲面 上 给 定 了 任何 二 点 ， 连 结 这 两 点 的 曲线 中 是 否 以 测 地 
线 为 最 短 ? 这 对 于 平面 是 对 的 ， 直 线 是 两 点 之 间 的 最 短 曲 线 . 但 
是 对 于 球面 就 不 一 定 对 。 例如， 连结 球面 上 非 对 顶 两 点 的 优 大 加 
弧 就 不 是 连结 这 两 点 的 最 短 曲 线 . 不 难 证 明 ， 在 曲面 上 充分 小 的 
范围 内 , 测 地 线 的 确实 现 了 曲面 上 的 最 短 距离 . 

测 地 线 是 曲面 上 一 类 很 重要 的 曲线 ， 它 本 身 不 但 有 很 多 有 趣 
的 性 质 ,而 且 还 可 以 用 来 作为 工具 研究 曲面 ,得 到 曲面 很 多 重要 的 
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几何 性 质 ， 对 此 ,我 们 这 里 就 不 讨论 了 . 《有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 


M. P. do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, 
Englewood Cliffs, N. J. Prentice-Hall, 1976.) 


习 题 


1. 证 明 : 为 了 曲面 上 的 曲线 变 成 测 地 线 ， 充 要 条 件 是 : 在 曲率 
0 的 点 的 密切 平面 和 曲面 的 切 平面 正 交 ， 即 曲线 的 从 切 平 
面 重合 于 曲面 的 切 平 面 . 

2. 求 正 螺 面 一 (wcosv, usinv, av) 上 的 测 地 线 . 

3. 若 曲 面 上 曲线 既是 测 地 线 又 是 渐 近 线 , 则 它 必 是 直线 ， 

4. 证 明 : 柱 面 的 测 地 线 是 一 般 螺 线 . 

5. 求 曲面 F(x*，y, 2) 一 0 的 测 地 线 方程 。 
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第 五 章 齿轮 路 合 


在 这 一 章 里 ,我 们 从 平面 曲线 族 的 包 络 理论 出 发 ,讨论 定 速 比 
的 平面 顺 合 ， 求 出 已 知 上 耸 廓 的 共 轿 齿 廊 。 这 方法 也 适用 于 变速 比 
的 情况 .首先 ,从 人 齿 亡 顺 合 的 基本 定律 出 发 ,导出 一 种 求 共 圈 齿 雇 
方程 的 方法 ,然后 又 利用 活动 标 架 和 Cesaro 不 动 条 件 ， 以 证 明 平 
面 顺 合 时 的 Euler-Savary 公式 。 关 于 空间 咒 合 问题 ， 我 们 将 类 似 
地 叙述 如 何 用 单 参数 曲面 族 包 络 的 理论 来 求 共 斩 曲 面 的 方法 ， 此 
外 ,还 将 着 重 讨论 接触 线 法 . 


$ 1. 平面 曲线 族 的 包 络 


包 络 线 的 概念 ”在 车 间 里 ,我 们 经 常 磁 到 包 络 现象 。 例 如 , 平 
面 磨 床 在 工作 时 ,砂轮 绕 固 定 轴 转 动 ,工件 随 工作 人 台 移 动 ， 而 且 两 
者 始终 是 相 切 的 。 相 对 于 工作 人 台 来 说 ， 砂 轮 的 运动 是 自转 与 移动 
的 合成 (图 5-1)。 砂轮 在 工件 上 留 下 的 轨迹 是 一 条 直线 。 由 第 三 
章 可 知 , 这 条 直线 就 是 砂轮 中 心 轨迹 的 等 距 曲 线 。 又 例如 , 齿 条 与 
齿轮 顺 合 时 ,它们 的 齿 形 在 每 一 瞬间 都 是 相 切 的 。 齿 条 在 移动 ,而 
齿轮 在 转动 。 如果 我 们 把 齿 条 看 成 不 动 的 ， 那 未 齿轮 的 运动 相对 
于 齿 条 来 说 ， 变 为 转动 和 移动 的 合成 。 齿 轮 的 齿 廓 曲线 构成 一 族 
曲线 ,而 齿 条 的 齿 廓 曲线 总 是 和 这 族 中 的 各 条 曲线 相 雪 (图 5-2). 

上 面 这 两 个 例子 的 共同 性 质 就 是 : 对 于 一 族 曲线 ， 存 在 着 这 
样 一 条 曲线 ,使 得 曲线 族 中 的 各 条 曲线 都 和 它 相 切 ,而 且 曲 线 族 中 
不 同 的 曲线 的 切 点 也 是 不 同 的 。 从 此 ,我 们 抽象 出 包 络 的 概念 :对 
于 平面 上 的 曲线 族 C。， 如 果 存 在 一 条 这 样 的 曲线 ,使 得 过 / 
上 的 任 一 点 总 有 族 中 的 一 条 曲线 与 ! 在 这 点 相 切 ， 而 且 族 中 不 同 
的 曲线 有 不 同 的 切 点 ,这 条 曲线 ! 就 叫做 曲线 族 C。 的 包 络 线 (图 
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图 5-3 


5-3)。 ! 和 C。 的 切 点 叫做 C。 的 接触 点 。 
包 络 线 的 方程 ” 求 包 络 线 有 两 种 办 法 。 一 种 是 作 图 法 〈 印 形 
法 ), 是 近似 的 方法 ， 在 精度 所 允许 的 范围 内 可 以 采用 . 另 一 种 方 
法 是 利用 数学 原理 导出 包 络 线 的 方程 ， 然 后 根据 包 络 线 的 方程 确 
定 它 的 图 形 。 我 们 只 讨论 后 一 种 . 
设 曲 线 族 C。 的 方程 是 : 
xy = X(t, 0), 
Cs: gs (1.1) 
式 中 , o 表示 参数 . 
当 a 一 oo 时 ,我 们 有 曲线 族 中 的 一 条 曲线 C。 的 方程 
, f =—= x(1, 00), 
ly = y(:, om)， 
这 里 m 是 固定 的 数 , + 是 变数 . 
我 们 要 找 出 C。 的 包 络 线 ! 的 方程 ,根据 包 络 的 概念 ，C。 中 
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的 任 一 条 曲线 C。 上 总 有 一 点 在 1 上 ， 例如 + 一 1。 决定 的 点 
M(x (os mw)，y(1s oo)) 在 1 上， 另 一 条 曲线 C。 上 也 有 一 点 
Mi(xr(a， ww)，y(n，om)) 在 /上 上，………， Co。 上 有 一 点 M(x(t,， 
a,)，y(1o3 as)) 在 ! 上 。 是 随 着 a 的 变化 而 变化 的 , 所 以 可 写 
成 + 一 J(a)。 因 此 ,1 上 的 点 的 坐标 可 以 写成 
ne 

A ee 
问题 的 关键 是 求 函数 f(a). 

由 于 1 和 Cc。 在 M。 相 切 , ! 和 C。 在 M， 相 切 ,……s 1 
和 C。 在 M 点 相 切 , 1 和 C。 在 M 点 的 斜率 应 该 相等 , 即 

kz 在 M 点 的 切线 斜率 ) 一 (Co。 在 M 点 的 切线 斜率 ), 对 每 
一 条 C。 来 说 ,方程 (1.1) 中 的 a 是 常数 ，! 是 变数 ,所 以 


量 
雪 


应 用 链 式 法 则 就 得 到 


dy _Oy dt + 67 
Se 3 和 
da Bl! da Oa 
于 是 
By qd Oy 
二 BO: dc Oe 
Ox di Ox 
OO: da Oa 
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最 后 由 《一 《。 得 到 

by Bx _8y bx 0 

Ot Oa Oa O01 
这 个 方程 左 端的 每 一 项 都 是 * 和 60 的 二 元 函数 ， 因 此 由 它 可 以 决 
定 一 个 函数 Ka)， 把 它 代 进 (1.2) 式 ,就 得 到 ! 的 方程 。 在 一 般 情 
况 下 ， 我 们 不 必 解 出 明显 的 表达 式 上 一 f(a), 可 把 包 络 线 1 的 方 
程 写成 

x = x(t, o), 


y = y(t, a), (1.3) 


一 般 地 说 ,固定 一 个 a, 从 (1.3) 就 可 决定 一 个 接触 点 。 
当 C。 决 定 于 下 列 方程 时 ， 
y= f(x, o), 
我 们 也 可 以 把 它 写 为 参数 方程 的 形式 


| jx, a), 


包 络 线 1 的 方程 变 成 
| = x(a), 
y= fCx(o), c)。 
这 时 ,条 件 一 化 为 
Oy dx Oy 
Oy _ Or da Oo 
Ox dx 
da 
即 
Oy 0 
Oa 
这 样 ,我 们 得 到 包 络 线 ! 的 方程 
f(x, a), 
Oy 
5 一 
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一 般 地 讲 , 从 这 两 个 方程 消去 <， 便 得 到 ! 的 方程 。 通常 ,这 组 联 
立方 程 所 决定 的 曲线 称 为 判别 曲线 ， 它 包含 着 曲线 族 的 包 络 线 和 
奇异 点 的 轨迹 ( 见 本 节 后 习题 ). 
例 1 如 图 5-4 所 示 , 一 个 半径 为 R, 的 圆 0,, 沿 着 直线 Ox 

作 纯 滚动 ， 设 C 是 固定 在 贺 0， 上 的 一 条 曲线 ,并且 C 在 坐标 系 
Owxiy， 中 的 方程 是 

xl = x1(0), 

y1 = y.(0). 
当 回 0， 沿 着 直线 Ox 滚动 时 ,曲线 C 的 轨迹 是 一 族 曲 线 C。, 我 
们 的 问题 是 求 C。 的 包 络 线 1 的 方程 。 


图 5-4 

解 ” 如 图 5-4, 取 定 一 个 固定 坐标 系 Orzy。 首 先 要 找 出 C。 在 

Oxy》 中 的 方程 。 圆 0,， 的 滚动 可 以 用 参数 a 来 表示 (参见 图 5- 

5)。 设 Ooxe 和 Oix， 的 夹 角 是 a，0101s = Ria， 坐标 系 
Oioriayye 和 Oix 之 间 的 坐标 变换 是 


xl 一 Kis COSG + Yiasina 一 Riac， 


y Xj Sin og + Yio coso. 
因为 Gs 相对 于 Oiaxiayio 是 不 动 的 ， 它 在 Claxicyia 中 的 方程 可 
写成 
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过 人 xi(0)， 
yiu = (0). 
所 以 它 在 Oixiy, 中 的 方程 是 
全 = x1(0)cosa + y.(0) sina — Ria, 
yi = —x(0) sina + y,(0) cosa, 


5-5 


可 是 坐标 系 Oxy 和 Oxiy, 之 间 的 坐标 变换 是 
人 = "Xi, 
y= y+ R,, 


所 以 C。 在 Oxy 中 的 方程 是 
f == 一 Xi(O)cosa 一 7.(0) sina 十 Ria， 
一 xi(9)sina — y.(0)cosa + R,. 
其 次 ,为 了 找 出 包 络 线 ! 的 方程 ,我 们 应 该 对 C。 的 方程 添上 
一 个 关系 式 
Ox By _ Bx By 
00 Ba Ba 80 
把 它 写 开 来 ,经 过 整理 得 到 z 
一 maxl 一 Ji 一 Ri(Cxrisinea 一 yicosa) 一 0, 
两 边 除 以 V (zx 人 7 十 (yi, 并 令 


一 一 -一 = COS 中 
VD) + 0) : 
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yi 


一 -一 一 一 sin p。 
VC + O91) 
上 面 的 关系 式 变 成 
Xicosp + y,sing 
sinfka 一 gp) et 
因此 ， 


ri(0)cosm + y.(0) sin ?) 


= 一 9 一 arcsin ( 
1 


最 后 我 们 得 到 i 的 方程 
r= —x(0)cosa— y.(0) sina + Rig, 


y = x1(0 ) sina 3 yi(0)cosa 十 人， ( 4) 
Xi(O0)cosp 二 y.(0) sin 
C= PO — arcsin (~) 
1 


其 中 
~ /yi 
人 
这 个 例子 实际 上 表示 了 从 已 知 齿轮 的 齿 形 如 何 求 出 和 它 喘 合 
的 齿 条 齿 形 。 这 里 我 们 为 了 把 问题 叙述 清楚 , 作 了 纯 数学 的 讨论 。 
至 于 同 齿 轮 咕 合 有 关 的 内 容 , 将 在 下 面 几 节 (4$3 一 47) 讨论 . 
现在 我 们 将 对 具体 的 一 条 曲线 C 进行 计算 。 设 c 的 方程 是 


x1(0) = (n+ 1)r sin © 
7 


一 csin (0 ) + Rsin ¥,， 
4 


9 (0 过 Ox) 
yi(9) 一 (2 十 1)rcos 一 
FA 
- ecos 人 2 | 9 ) 一 Rceos, 
nn 
其 中 
Vy SR arctg (一 宇和 |) —— 09 
+*— ecoso nn 


它 是 摆 线 行星 齿轮 的 齿 形 。 把 它 代 进 (1.4) 式 ， 就 可 以 计算 与 它 哮 
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合 的 齿 条 齿 形 。 下面 是 具体 计算 的 结果 ,其 中 已 令 
nn 一 59，y 一 2.45， 及 一 7，。o 一 1.5，R, 一 141.5。 


如 x y 
0 0 3 
XK 
到 2.3257 2.6302 
2 和 
-外 3.8621 1.9406 
.3 一 4.7108 1.3805 
15 
4x 一 5.1849 1.0149 
15 
5 一 5.4758 0.7824 
-5 
6 一 5.6803 0.6250 
3 
I 一 5.8486 0.5057 
13 
Bx_ 一 6.0085 0.4050 
15 
10 车 一 6.1758 0.3137 
11 这 一 6.3590 0.2297 
12 :这 一 6.5618 0.1541 
13 了 一 6.7843 0.0901 
14 这 一 7.0238 0.0412 
15 -本 一 7.2759 0.0105 
16 一 7.5345 0 


例 2 如 图 5-6 所 示 , 有 一 个 圆锥 面 5， 它 的 半 顶 角 是 8, 它 
的 轴 z 和 z 轴 的 交角 是 p。 这 个 圆锥 面 洛 着 x 轴 平 行 移动 ,在 
xz 一 0 的 平面 上 得 到 一 族 查 团 。 证 明 这 枯 贺 族 的 包 络 线 是 两 条 直 
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> 21 


9 
2! = 大 
YC 
\ 
0 1 | 
xX! 
bo 
图 5-6 图 5-7 


证 明 如 图 5-6 所 示 , S 在 Oxyz 中 的 方程 是 
x 二 yy 2 tg “9 == 0. 
坐标 系 Oxiyiz， 和 Oxyz 之 间 的 坐标 变换 是 
X= xcosp— zising, 
》 =), 
z == xsing + zcosyp. 
所 以 SS 在 Oxiyiz， 中 的 方程 是 
xitl 一 (人 1 十 多 8)sinp] 十 入 
+ zi[(l + tg'8)sin’g — tg°8] 
一 2xizicosp sin p(l1 + tg’68) = 0. 
我 们 让 5 不 动 , 而 让 平面 x 一 0 沿 着 z， 轴 上 升 或 下 降 ， 这 
时 ,平面 的 方程 是 z, 一 ,于 是 它 和 5 的 交 线 是 一 个 根 圆 : 
xill— (lo+ gp)sin gli 
t RIC + tgp8)sin’g — tg'p] 
一 2xiRcosqsing(l + tg'p) = 0, 
其 中 有 & 表示 参数 ， 
这 个 椭圆 族 的 方程 具有 隐 闷 数 的 形式 : 
F(x yi AD) = 0. 
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以 外 ,应 加 上 时 一 0。 根 据 隐 函 数 求 偏 导数 的 法 则 得 到 


Oy PF 
这 里 
Fr OF p,— OF 


《当然 应 该 把 Fy == 2y, = 0 的 点 除去 .) 于 是 包 络 线 的 方程 是 
[aa 
F: 一 0. 
由 F; 一 0 解 出 
下 二 pnp 


sin’p 一 sin’p 


把 它 代 进 F(x', A R) = 0， 便 得 到 
相 | 1 一 (1 汪 ‘gb) sin'p — Te (1 十 wp)| 


sin 2 一 sin 
+ 六 = 0. 
经 过 化 简 , 变 为 
SEE xi 十 嫉 一 0。 
sin “yp 一 sin’p 
当 sin yp 一 sin6>0 时 , 它 就 是 
“二 
这 两 个 方程 表示 两 条 直线 ,它们 的 斜率 是 


sin 8 


sin 
上 Nie 


和 
sin’g — sin’p 
从 此 得 出 

l+ ta singp" 


5-8 就 是 它 的 示意 图 ， 
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图 5-8 


这 个 例子 是 从 基 厂 工人 用 圆锥 状 铣 刀 吉 工 两 面 角 的 经 验 总 结 
出 来 的 . o 是 要 根据 实际 需要 决定 的 ,但 是 , 贺 锥 半 顶 角 8 和 加 工 
时 的 倾角 9 应 该 满足 关系 式 


sing = sinasin gp。 


习 题 


1. 已 知 曲线 族 
F(z,y, ac) 三 ( 人 一 oa) — (r+~— 0a) 0, 
求 它 的 判别 曲线 ,并 说 明 一 部 分 是 包 络 线 , 另 一 部 分 则 是 奇异 
点 的 轨迹 . 
2. 求 椭圆 族 
x 入 
了 (0<z< 一 1) 
的 包 络 线 . 
3. 已 知 抛物 线 / 一 4ar (a > 0)， 求 它 的 法 线 族 的 包 络 线 ， 


$ 2. 单 参数 曲面 族 的 包 络 


曲面 族 包 络 的 方程 已 知 单 参数 曲面 族 {5。}, 对 应 于 一 个 国 
定 的 w，3e。 表 示 族 中 的 一 张 曲 面 ， 如果 存在 这 样 一 张 曲 面 卫 ， 
它 和 {5。} 中 的 每 一 张 曲面 5。 都 沿 着 一 条 曲线 C。 相 切 ， 就 是 
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其 中 


它们 都 是 x, ”和 “的 项 数 。 


对 于 5 来 说 ,方程 (2.3) 是 以 和 + 为 参 变数 的 方程 ， 


曲线 的 切线 向 量 是 


i 


Ou 
Oy 
Ou 


me 要 成 为 5 在 C。 上 的 同一 点 的 法 线 向 量 , 条 件 是 


+ Ox OU 
Or Oa Oa 
-07 De 
Ov Ba Oa 
+ az Qu + 05) 
Ov Oa Oa 
Oo 二 (2 ， 07 
Oa Oa Ba 

+ Dz Qo. 
Ov 98: 
十 37 ov 
Ov  D: 
.0% Se ) 
Ov 61 
Oe 
61 


~ (ee Oy 2z ) 
Br ”Br ”Bo 六 
— Ts XY,= (A,B, Cc), 
0y 8z O02 Ox 
Ou Ou Ou Ou 
Oy Oz Oz Ox 
Br Ov Br Ov 
Ox Oy 
Ou Ou 
C 一 5 
Or Oy 
Ov Oyv 


Oz 
Oa 


), 


参 


2 
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数 


全 "Fe 0, 

nT = 0, 

因为 pot 一 0，n。: Y, 一 0， 所 以 第 二 个 条 件 是 恒等式 , 而 第 

一 个 条 件 可 写成 

0 
.3 Oa el 

这 是 关于 w, vz 和 zx 的 一 个 关系 式 。 一 般 地 讲 ,从 最 后 的 关系 式 可 

以 决定 函数 x = x(v ,a)， 把 它 代 入 (2.1), 就 得 到 3 的 方程 .但 

是 ,在 一 般 情 况 下 把 3 的 方程 写成 下 列 形式 较为 方便 : 


T= XU, zc)， 


A y(n, 7 > a) ， 


一 0。 


z= z(u,v, 0), (2.4) 
pp 
Oa Oa Da 
如 果 在 这 里 固定 <c， 那 末 x 单独 是 > 的 函数 ， 因 此 上 面 的 方程 表 
示 接 触 线 ， 
当 5。 由 方程 


z= f(x,y,) 
表示 时 , 同 前 布 一 样 ,我 们 把 它 写成 为 参 变数 *,y 的 方程 


XX, 
| ™ yy， 
2 一 Cx, y》> a). 
no = (—f., —f,, 1). 
由 于 x,，y 和 ax 是 独立 的 参数 ， 


Or 0) 
Oa Oa 


于 是 


0， 
所 以 3 的 方程 是 


Os 
一 -一 一 “We 0, 


sm f(x, y, 4), 
I 
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一 般 地 讲 , 从 这 两 个 方程 消去 a, 便 得 到 2 的 方程 . 
当 se 由 
Frz，y, zaw) 一 0 
表示 时 ,我 们 可 以 把 z 看 成 是 +,y 和 的 函数 ， 将 上 面 的 方程 的 


再 边 对 a 求 偏 导数 ,得 到 
OF az OF _ 
Oz Oa Oa 


因为 0， 所 以 5 的 方程 是 
F(x, y, 2, 0) = 0, 
OF 


Be 

螺旋 面 族 的 包 络 ”如 图 5-10 所 示 ， 螺 旋 面 $。 绕 Oz， 轴 旋 
转 , 由 此 产生 了 螺旋 面 族 15.}。 设 
旋转 轴 Oz 与 0z 间 的 最 短 距 离 
为 00, 一 a,，Oz 和 0Oiz， 的 夹 角 
为 pgp， 那 未 图 5-10 中 的 两 个 坐标 
系 Oxyz 和 Oixiyiz， 之 间 的 坐标 
变换 是 


y= ycosq + zsin gg, 


2 一 一 ysinop 十 zcos， 
设 % 在 Oxys 中 的 方程 是 
r= u(t)cos0 — v(t) sin0, 


y = u(t) sin0 + v(t) cos0, (2.5) 


h 
2 = 50. 
5。 和 xy 平面 的 交 线 显然 是 (z= 二 0 即 9 = 0) 
f 一 u(t), 
7 vt), 


现在 我 们 要 决定 《Se。} 的 包 络 面 >， 


es T3t1 。 


解 第 一 步 , 先 求 曲面 族 {5.} 在 Oixiyiz 中 的 方程 。 So 关 
于 Oxiyi2 的 方程 是 
Xi my 一 0 


So 4y1 = ycosqp + zsing, (2.6) 


z= —ysingt zcosp, 
其 中 x,y, z 是 由 (2.5) 式 表示 的 式 子 。 另 一 方面 , 绕 = 轴 的 旋转 
运动 可 以 表 成 


X= ricosa — y'sina, 
Yi = xising + yicose, (2.7) 
A 


把 (2.6) 式 代 进 (2.7), 就 得 出 Se 的 方程 . 
第 二 步 , 写 出 3 的 方程 。 就 是 说 , 除 (2.7) 式 外 再 加 上 一 个 
关系 式 
OX 0 


42 +BOL+CO 一 0 
Ba Ba Oa 


其 中 (4，B，C) 是 曲面 5。 的 法 线 向 量 . 因为 只 上 一 一 Yi 


2 Xx,,， 9 和 4 一 0， 所 以 5 的 方程 是 


Oa Oa 
Ns == KCOSC— yi sin@, 
Y= x sine + ycoso, (2.8) 
A S13 


AY,— BX, = (0. 


对 于 一 个 固定 的 a， 上 面 的 方程 表示 一 条 接触 线 。 第 四 个 式 子 是 
1，9 和 “之 间 的 一 个 关系 式 。 从 方程 (2.8) 很 难 知道 3 的 形状 . 
因此 , 我 们 还 要 另外 想 个 办 法 。 因 为 5。 是 在 % 绕 = 轴 作 旋转 运 
动 时 形成 的 ，S。 上 的 接触 线 也 必定 是 在 % 上 的 接触 线 C, 绕 
z 轴 作 旋转 运动 时 构成 的 ， 所 以 2 就 是 C。 绕 轴 旋 转 所 形 
成 的 旋转 面 。 如 果 能 知道 C。 的 形状 ,旋转 面 3 的 形状 也 就 清楚 
了 .在 (2.8) 里 令 a 一 0, 就 得 到 Co 的 方程 
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bp 全 Y 一 dad, 
Cc,: yi! = We 十 zsinyp， (2.9) 
z= —ysingp + zcosop, 
/oy 一 Box = 0,， 
式 中 (4,，B。，Co) 是 5。 的 法 线 向 量 。 然而 % 的 法 线 向 量 在 


Oxyz 中 的 坐标 是 


/4 2 et) 
(pz ， ny, ns) 6 Yis 9 2 Ey 。 
所 以 它 在 Oix1y12 中 的 坐标 (Ao, B,, Co) 如 下 : 
A, = fry 


Bo = ny,cosp 十 nsingp, 
Co 一 一 py sin 中 十 rn,cosq. 
因此 (2.9) 的 第 四 个 式 子 变 成 
(a — x)(nycosop 十 zxzsinop) 
+ (ycossy + zsing)n: = 0, 
经 过 整理 ,我 们 获得 


2 2 
| eos | CE 
2 27x oat 
a 在 (2 yi sin 0 一 ax, cos p ) = 10。 (2.10) 
2 \27 


它 是 关于 6 和 + 的 一 个 函数 方程 。 如 果 给 定 上 的 一 个 数值 ， 从 
(2.10) 可 以 解 出 6， 再 把 : 和 909 代 入 (2.9) 的 前 三 个 式 子 ， 就 得 到 
接触 线 C。 上 的 一 个 点 (x1, yz1)。 如 果 给 出 :的 一 系列 数值 ， 
这 样 就 可 以 得 到 C。 上 的 一 系列 点 。 把 这 些 点 代 进 (2.7) 就 得 到 
旋转 面 > 上 的 一 系列 的 平行 圆 。 这 些 贺 和 入 一 0 平面 的 交 反 
所 连 成 的 曲线 ,就 是 3 的 轴 向 剖 线 , 它 的 方程 是 

-a WV 好 十 好 

Qi 一 2。 
知道 2 的 轴 向 剖 线 的 形状 ， 瑟 的 形状 也 就 确定 了 。 

最 后 把 具体 的 做 法 归纳 一 下 : 
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(1) 根据 已 知 条 件 写 出 螺旋 面 5 在 Ox*yz 中 的 方程 (2.5); 
(2) 方程 (2.10) 中 的 *, y 都 要 以 (2.5) 代 进去 ,而 被 写成 为 一 
个 含 6 和 * 的 方程 1(6, 1) 一 0; 

《3) 给 定 : 的 一 系列 数值 ,由 KK6，, 1) 一 0 解 出 相应 的 9; 
(4) 把 9 和 :代入 (2.5), 以 算出 《x,y,z); 
(5) 把 (x,y,z) 代 人 (2.6), 以 算出 (x,, 7， 21); 
(6) 最 后 算出 

人 多 一 Vx? 十 yi， 

2 


:= Bio 


u(t#) = Rcosd 一 R, sint, 
bs = Rsin6 + R,cost, 
0.1922 委 上 委 1.7357 ( 即 11?0'44.47” 与 
99°26'43.72” 之 间 )， 
R, = 64, R= 3.5, 6 一 0.1649 (9°26'43.73"), 
h= 240, a = 150, p = 0.5383 (30°50’26.3”)., 
求 {5。.} 的 包 络 面 3. 
解 (1) 写 出 螺旋 面 % 在 0zyz 中 的 方程 
x 一 u(t) cosg 一 yt)sinb 
m 呈 《Ricosp5 一 Rsinr)cosg 
一 (Risin6 十 Ricosr)sinb 
一 Ricos(6 6) — R,sin(s + 09), 
y 一 zt)sing 十 zf(z)cosb 
一 Rsin(6 + 0) + Rcos(z + 9), 
1 


2 mm 一 0 


27 


(2) 写 出 函数 1(0, :)， 吻 知 
x 二 +y = Ri+ Ri + 2R,R, sin (6 — 1), 


2 2 
LAC nh BD A 


oi 
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x, = -一 Ricos( 十 9)， 
包 一 一 Rssin(r 十 9)。 
将 它们 代 进 (2.10) 式 ,得 到 


1(0,1) = — Ricos(6—1) | 一 Ricos(6 + 0) 
。 A 
十 R,sin (1 二 0)+ 和 ctgg| 
pi 


一 (二 ) 0 sin (i + 0) 


区 
ha 

十 一 ctgpcos(9 十 !) 一 0 
2x 


(3) 取 :一 0.1922，0.2618，0.3491，-.……，1.5708，1.7357 
(11°0’44.47”,，15°, 20°?,.…- ,90°,99°26'43.72”) 共 十 八 个 数值 . 
把 它们 逐个 代入 1(6 ,1) 一 0, 解 出 相应 的 6。 例 如 :一 0.1922 时 
解 得 9 一 一 0.1735. 

(4) 把 上 和 68 代 人 第 一 步 中 写 出 的 方程 ,得 到 (*, y，z)。 例 
如 当 :一 0.1922 时 ， 


x = 63.9323, 
y = 2.9439, 
一 一 0.6286， 
《5) 计算 
2 一 0 一 一 86.0677， 
y= ycosp tt zsing = —0.8706, 
5 一 一 singp 十 zcosy 一 一 7.2004。 


(6) 计算 轴 向 剖 线 上 的 点 
Xi 一 人 Wi 十 内 一 86.0721 ， 
Zi ma 一 7.2004 


对 : 的 一 系列 数值 进行 计算 的 结果 ， 可 以 决定 轴 向 剖 线 的 形 
状 ( 图 5-11)。 
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习 题 


1. 证 明 单 参数 平面 族 的 包 络 曲面 是 可 展 面 . 

2. 求 以 圆 人 ?十 六 一 a7,z 一 0 的 圆周 上 的 点 为 中 心 ,半径 为 5( 常 
数 ) 的 球面 族 的 包 络 面 . 

3. 已 知 圆 x 十 六 一 4 ,zs 一 0。 以 它 的 平行 于 > 轴 的 弦 为 直径 得 
到 一 族 球面 , 求 它 的 包 络 面 . 

4. 已 知 一 动 平面 过 定点 (a, 5, c), abc 闪 0， 并 且 它 与 三 坐标 面 
围 成 的 四 面体 的 体积 为 常数 。 试 求 该 平面 族 的 包 络 ， 


$3 平面 栈 合 


齿轮 传动 的 基本 概念 ”在 两 根 相互 平行 的 轴 上 装 有 两 个 相互 
紧密 接触 的 轮子 ， 如 图 5-12 中 的 1 轮 和 2 轮 。 当 我 们 转动 1 轮 
时 ,由 于 轮 面 间 的 摩擦 力 的 作用 , 2 轮 也 跟着 转动 ， 这 就 是 摩擦 轮 
传动 . 

假定 两 个 轮子 的 表面 作 无 滑动 的 纯 滚动 。 1 轮 (主动 轮 ) 转 过 
一 个 角度 p,， 接触 点 a 到 达 与 时 , 2 轮 (被 动 轮 ) 眼 着 转 过 一 
个 角度 ps， 接触 点 a; 到 达 己 。 这 时 应 该 成 立 


aib! 0222。 
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5-12 图 5-13 
设 1 轮 的 半径 是 f19 2 轮 的 半径 是 729 于 是 
fp2 一 7191 
或 
2 -性 
pi 六 


1 = 叫做 传动 比 ;上 式 可 写成 


rr! 
在 1 轮 和 2 轮 都 是 圆 盘 轮 子 时 ， 摩 擦 传动 的 传动 比 等 于 1 轮 半径 
r， 和 2 轮 半 径 +, 的 比值 . 

这 是 理想 的 情况 ， 实 际 上 不 可 能 没有 滑动 。 为 了 克服 摩擦 轮 
的 这 个 缺点 ,就 用 带 有 牙齿 "的 轮子 代替 摩擦 轮 。 一 对 齿轮 传动 ， 
是 靠 主动 轮 的 “牙齿 ”依次 拨 动 被 动 轮 的 牙齿 "来 实现 的 . 设 1 轮 
的 齿 数 为 z,，2 轮 的 函数 为 mm。 由 于 1 轮转 过 一 个 齿 的 同时 ，2 


轮 也 转 过 一 个 齿 , 这 时 它们 转 过 的 角度 分 别 是 2 和 =， 传动 比 


| _ 被 动 轮转 角 _ 
主动 轮转 角 g3 
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但 是 ,这 个 速 比 是 个 平均 数 。 例如 z= 40, zy 一 20, 1 一 2 
是 个 平均 数 。 实际 情形 是 , 当 1 轮作 匀速 转动 时 , 2 轮 不 是 作 匀 速 
转动 ,有 时 快 有 时 慢 , 有 时 和 1 轮 分 离 , 有 时 被 1 轮 敲 打 , 这 就 会 产 
生 冲 击 , 在 高 速 运转 时 ,甚至 把 牙齿 打 断 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 对 
齿 形 的 研究 就 变 为 必须 的 了 。 

齿 软 吵 合 原理 设 上 耸 轮 0: 的 齿 形 曲线 是 f{， 人 齿轮 0: 的 齿 
形 曲线 是 8。 这 两 条 曲线 是 “ 贴 ” 在 一 起 
的 。 当 齿轮 0 转 过 角 a, 齿轮 0， 转 
过 角 ta 后 , 1 和 &g 这 两 条 曲线 分 别 变 成 
j 和 g。， 我们 要 求 它们 仍旧 是 " 贴 ”在 
一 起 的 。 这 里 “ 贴 ”在 一 起 的 意思 就 是 指 
这 两 条 曲线 相 切 ,它们 既 不 分 离 , 又 不 翌 
人 。 

齿轮 设计 中 的 一 个 基本 问题 : 假定 
我 们 已 经 知道 耸 轮 O: 的 齿 形 曲线 f, 根 
据 要 求 的 安装 距离 0.0; 一 a。 和 传动 比 
i, 求 出 齿轮 0， 的 齿 形 曲线 g, 使 和 
g 能 够 贴 “在 一 起 ,并 且 f。 和 ge 仍旧 
“ 贴 ”在 一 起 。 & 叫做 f 的 共 罗 具有 形 . 

如 图 5-14 所 表示 的 那样 。 建 立 四 个 坐标 系 Oiziy， Ory， 
Ory3» OXY. Oriy, 和 Ox2y， 是 固定 的 ,而 Oixy 和 OXY 则 
和 人 齿轮 刚体 联结 着 ，Oixy 随 着 齿轮 O， 的 转动 而 转动 ，0;XY 随 
着 齿轮 0: 的 转动 而 转动 。 Oriys 和 O02x;y; 分 别 是 它们 的 初始 
位 置 . 

曲线 ge 相对 于 O:XY 的 位 置 和 曲线 8 相对 于 Ox3y， 的 位 
置 是 一 样 的 ,或 简单 地 说 ， 曲 线 ge 相对 于 0;XY 是 不 动 的 。 但 
是 曲线 f。 相 对 于 0O:XY 总 是 在 变动 的 。 所 以 , 在 坐标 系 OXY 
中 看 来 ， 就 有 一 族 曲线 j。 和 一 条 曲线 8， 而 且 每 一 条 大都 和 了 
相 切 ,因此 ,8 是 {fj。} 的 包 络 线 。 这 样 , 求 共 罗 齿 形 的 问题 变 为 求 
曲线 族 {js} 的 包 络 线 问 题 。 
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后 一 问题 我 们 在 第 一 节 已 经 解决 了 ， 现 在 只 须知 道 曲 线 族 
{fo} 在 OXY 中 的 方程 . 

我 们 知道 的 是 相对 于 Oxiy! 的 方程 。 它 也 是 f。 相对 于 
es fs 在 Oixy 看 来 是 不 动 的 . 设 fs 关于 Oixy 
f =— x(Cr)， 

一 y(z), 
为 了 写 出 大 关于 O02XY 的 方 和 ， 和 Oxy 与 02XY 这 
两 个 坐标 系 之 闻 的 坐标 变换 . 从 图 5-14 可 知 ，Oxy 和 Oixriy 之 
间 的 坐标 变换 是 
(站 (_ 人 | 的 】 
Oixty 和 O2xazya 的 | 
se 
Ox2y; 和 OXY ee 
xX coOs1 sinz 
Ls ) 本 时 ee es ) 区 
所 以 0;XY 和 Oixy 之 间 的 坐标 变换 是 
X COSI sin zc Xi 
全 本 (_ a cosia ) 【 ”) (,) 
ee 
+ 
cos (i )a sin(is 
(_ By 0 1 | 时 
本 ( sin | 
a COsiQ 


即 


人 == XCOS(i + 1)a + ysin(i + 1)a + a sinia, 
Y = —xsin(i 十 1)a + ycos(i + 1)a + acosia, 
把 x 一 x(z), y 一 ye) 代 进 去 ,就 得 到 fs。 关于 0,XY 的 方 
程 
全 = X(t) cos(i + ea + yC) sin (i + 1)0 + a sinia, 
”ly ~ —xC) sin(i 十 1)c + yC) cos(i 十 1)a + acosia., 
\ (3.1) 
根据 包 络 理论 ,曲线 8 的 方程 应 该 是 (3.1) 加 上 一 个 关系 式 
OX OY .68xX OY 


ci de dy 
OO: Ba Oa Oi C32) 
然而 
= x cos(i + 1)0 + y'sin (i + 1)a, 
4 
ON cm an 
Du 


十 yG ++l)cos(G + 1)e tt aicosia, 
~ 一 x sin(f 十 1)c 十 ycos(r 十 1)c， 
2 —x(i + 1)cos(i + 1)a 
Oa 
— y(i+1)sin(s + 1)0¢— aisinia, 
把 这 些 式 子 代 人 (3.2) ,经 过 整理 可 以 得 到 
G+ (xx + yy)+ailr sing— y cosa) == 0, (3.3) 
两 边 同时 除 以 MY x*” 十 y”， 并 且 记 


4 


一 0 
AT yy COS Vy Si 人 了 
于 是 (3.3) 变 成 
i + Dror + ysin7)., 3.4) 


这 是 : 和 a 的 一 个 关系 式 , 给 定 : 的 一 个 数值 ,就 可 以 解 出 相 
应 的 x， 和 再 把 (z， a) 代 进 (3.1) 可 以 算出 (X, Y)， 因此 得 到 曲 
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线 g 上 的 一 点 。 

把 上 面 的 结果 归纳 如 下 , 

已 知 一 对 丙 轮 的 中 心 距 010; 一 a 和 传动 比 i， 并 且 已 知 齿 
轮 O, 的 齿 形 曲线 t 在 和 具 轮 0， 国联 的 坐标 系 中 的 方程 x 一 
ti) 7 一 y(1)， 那么 齿轮 0, 的 上 货 形 曲线 & 在 和 货轮 0: 图 联 
的 坐标 系 中 的 方程 是 (3.1) 和 (3.4) 的 联 立方 程 。 


计算 时 安 用 到 的 式 子 如 下 : 
已 知 a, i 以 及 
z = X(t), 
. 一 y(z). 人 
对 1。 和 zt, 之 闻 的 一 系列 的 数值 逐个 计算 
x 一 xi)， 
2》 一 y(7),， 
xz = x'(t), 
y’ = y(), 


机 
== arctg A 
x 


a Ci D(xcosy 十 ysin7y) 到 
ai 

X= rcos(i + 1)e + ysin(i + 1)0 + a sinia, 

Y= —zxsin(iit 1)e tt ycos(i 十 1)a 十 acosia。 


4 齿 廊 法 线 法 


我 们 在 上 一 节 给 出 了 求 一 个 雌 轮 的 雌 廓 ( 货 形 曲线 ) 的 共 力 此 
廓 的 方法 。 这 个 方法 的 基础 是 包 络 的 理论 。 在 这 一 节 还 要 讨论 三 
个 问题 。 第 一 个 问题 是 (3.3) 式 或 (3.4) 式 的 几何 意义 。 第 二 个 问 
题 是 求 共 轿 齿 廓 的 另 一 个 方法 .第 三 个 问题 是 如 何 根据 齿轮 的 一 
些 参 数 写 出 齿 廓 了 的 方程 

齿轮 吵 合 的 基本 定律 ”我们 先 讨论 (3.3) 式 的 几何 意义 . 先 把 
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它 改写 成 
rx’[—(i+1)r + aisine] + y{—G + 1)y 


— aicosal] 一 0， 


x" [ne 一 +| 十 入 |- 
z 十 1 


如 图 5-15 所 示 , 对 每 一 个 固定 的 c, f。 和 & 的 接触 点 (x,》) 
应 该 满足 这 个 方程 。 在 O,xy 中 ，(x', y》) 表示 fs 在 《x,y) 处 


的 切线 向 量 。 所 以 连接 A | cose) 和 (zx, 7) 的 


向 量 是 f。 的 法 线 向 量 ， 得 点 在 固定 从 标 系 Osxy 中 的 坐标 是 
《只 要 利用 Oixy， 和 Oyxy 之 间 的 坐标 变换 式 就 可 以 求 得 ) 


a 
Xi cosa sina i 十 1 
= 
yi 一 Sm cosa ati 


i 十 1 
0 
at |. 
十 工 


就 是 说 , P 点 在 0uxay， 中 的 坐标 是 【0， 一 -和 一 小 它 是 两 齿轮 连 


0 os ?| = 0. 
十 1 


sin wx， 一 
十 1 


COSC 


心 线 0.0; 上 的 一 点 , 它 和 0, 的 距离 OP 一 


as a 
的 距离 0,P 一 4a i i | 
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yi Cy2) 


| 


1! 
/ ) 
MoCxyy》 


Bo 
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因此 ,我 们 得 到 结论 : 如 果 两 个 雌 轮 的 传动 比 ; 是 常数 ,那么 
它们 的 齿 廓 的 接触 点 (或 者 说 齿 形 曲 线 的 切 点 ) 处 的 公法 线 通过 一 
个 定点 P,P 点 在 连 心 线 0,0; 上 ,并 且 OP:O2z=;， 这 就 是 传动 
比 为 常数 时 的 齿轮 顺 合 的 基本 定律 。P 点 称 为 这 两 个 齿轮 的 响 合 
节点 。 以 0, 为 中 心 、OP 为 半径 的 贺 和 以 0, 为 中 心 、0P 为 
半径 的 圆 叫做 这 两 个 齿轮 的 节 贺 . 

在 齿轮 传动 的 过 程 中 ,这 两 个 节 辐 象 理想 的 摩擦 轮 一 样 , 作 没 
有 背 动 的 纯 深 动 ， 

齿 刻 法 线 法 ”从 人 齿轮 咕 合 的 基本 定律 出 发 ， 求 一 条 人 齿 廓 的 共 
扳 具 廓 的 方法 叫 齿 廓 法 线 法 。 它 的 做 法 如 下 : 

(1) 根据 中 心 距 4 和 传动 比 :， 求 出 吐 合 节点 P. 这 是 很 方便 


的 ， 只 要 在 0,0, 上 取 OP 二 + 一 -二 即 可 ， 
2 . 


《2) 对 于 曲线 了 上 的 一 点 Mo(xo，、0), 它 的 法 线 ! 不 一 定 通 
过 P 点 设 M。 点 的 切线 和 x， 轴 的 夹 角 是 Y， 则 ! 和 x， 轴 的 


e 143 。 


夹 角 是 一 十 7。 如 图 5-16 所 示 , 当 齿轮 0， 转 过 a 角 时 , M。 点 
变 到 M,， 直 线 ! 变 到 4， 这 时 4 通过 P 点 ，M, 就 是 这 时 的 接 
触 点. 
M, 点 的 坐标 是 
好 mm xcosw 十 ysinc， 
y= 一 Xsina + ycosa, : 
因为 P 点 的 坐标 是 (0, 一 +,)， 所 以 
MP 一 《一 xcosc — ysing, 一 r, 十 xsina 一 y cosa). 
0 是 1 绕 0,， 顺 时 针 旋 转 o 角 得 来 的 ， 所 以 它 和 轴 的 夹 角 是 


王 十 7 一 a。 MP 就 是 4 的 方向 ,于 是 


r+ xsinag— ycosa 


“+ 
于 是 我 们 有 


一 sin(a 一 7) 十 xsin(a 一 7)sina 


—xcosa— ysina 


一 ysin(a 一 7Y)cosc 
m= 一 Xcosg( 一 y)cosau — ycos(a — 7) sina, 
即 
一 fisin(a 一 7) 一 一 xcosy 一 ysiny， 
于 是 


xcosy 十 sinay 
A 


sin (Ka — 7) 一 


这 就 是 (3.4) 式 。 
这 样 ,对 了 上 的 任何 一 点 M。， 我们 可 以 指出 它 何 时 何 地 (人 齿 
轮 0， 转 过 多 少 角度 和 M, 的 坐标 ) 成 为 1 和 & 的 接触 点 ， 
(3) M， 点 绕 0: 顺 时 针 转 jc 后 , 就 变 成 & 上 的 一 点 。M, 点 
关于 Ox2y， 的 坐标 是 
zy mm XI yy 十 0 
当 Mi 统 0 转 ia 后 ,就 变 到 MX， Y): 
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人 = xcosia 十 y, sinya 

一 xicosia 十 (7 十 4a) sinia 

“= (xcoso 十 ysinaw)cosia 

+ (—xsing 十 ycosaw)sinia + a sinia 

= Xcos(i 二 1)a+ ysin(i+ 1)o + a sinio, 
Y = —x,sinia + ya3cosia 

— —xsin(i t+ 1)et ycos(i t+ 1)0 + acosia, 

它 就 是 (3.1) 式 ， 

无 论 是 从 包 络 理论 出 发 ,还 是 从 此 廓 哮 合 基本 定律 出 发 , 求 共 
斩 齿 廓 的 计算 公式 都 是 一 样 的 ， 齿 廓 法 线 法 的 推导 过 程 不 需要 包 
络 的 概念 ,读者 可 能 更 容易 理解 . 

对 于 齿 条 和 齿轮 的 咕 合 ， 齿 廓 吹 合 的 基本 定律 也 成 立 。 如 图 
5-17， 阮 求 具 条 的 移动 速度 和 齿轮 的 转动 速度 之 比 保持 不 变 ， 此 
条 齿 廊 和 齿轮 齿 廊 在 接触 点 的 公法 线 通 过 一 个 定点 P。 实 际 上 过 
齿轮 中 心 2 并 和 齿 条 移动 方向 垂直 的 直线 必 通 过 P, 而 且 

Dp _ 齿 条 移动 速度 
齿轮 转动 速度 

以 0 为 中 心 、OP 为 半径 的 网 和 过 并 且 和 平行 雌 条 移动 方向 
的 直线 分 别称 为 节 圆 和 节 线 。 齿 轮 和 齿 条 的 传动 可 以 看 成 是 节 圆 
在 市 线 上 的 深 动 。 已 知 齿 轮 的 上 耸 廓 曲线 ， 要 求 与 它 共 轿 的 齿 条 秦 
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廓 曲线 的 问题 ,在 第 一 节 已 经 解决 了 ,这 里 不 再 重复 ， 

根据 齿轮 的 参数 写 出 齿 廓 方程 求 共 罗 齿 廊 的 出 发 点 是 中 心 
距 a、 传 动 比 i 和 f 的 方程 。 可 是 在 实际 问题 中 往往 只 告诉 我 们 
齿轮 的 一 些 参数 ,并 不 是 直接 告诉 我 们 f 的 方程 ， 因 此 ,如 何 根据 
这 些 参数 写 出 齿 廓 的 方程 的 问题 是 很 重要 的 。 能 符合 吵 合 基本 定 
律 的 齿 廊 很 多 ,机 械 工程 上 经 常 应 用 的 却 是 渐 开 线 和 摆 线 两 种 ,大 
多 数 齿 廓 都 是 渐 开 线 , 因 此 ,我 们 着 重 讨论 渐 开 线 和 摆 线 ， 

(1) 渐 开 线 齿 廓 方程 。 如 果 知 道 渐 开 线 的 基 圆 半径 ， 渐 开 线 
方程 就 可 以 写 出 来 。 实 际 上 已 知 的 却 是 藻 轮 的 齿 数 zs、 模 数 w 和 
压力 角 as。 因 此 要 根据 z, m 和 cs 求 出 基 加 半径 r。。 

如 图 5-18 所 未 ,齿轮 的 齿 廊 是 浙 开 线 。 过 齿轮 各 顶端 的 圆 称 
为 齿 顶 圆 。 它 的 半径 以 rm 表示 ， 过 齿轮 各 齿 底部 的 圆 称 为 齿 根 
圆 , 它 的 半径 以 ra 表示 , 相 邻 两 耸 之 闻 的 空间 叫做 齿 间 。 以 w 表 
示 顶 阅 和 根 阅 之 间 的 任意 圆周 在 齿 间 部 分 的 驱 长 ， 以 * 表示 该 贺 
周 在 轮 齿 部 分 的 弧 长 。 

如 果 在 某 一 圆 局 上 恰 有 w 一 ;, 称 此 圆 为 齿轮 的 分 吏 ,以 rs 
表示 其 半径 。 以 ds 表示 其 直径 。 记 对 应 的 ww 和， 为 ws 和 
ts。 如 图 5-18 表明 , 齿 顶 高 #* 和 齿 根 高 刀 的 和 4 称 为 齿 全 高 

令 

lp ™ Ws + sy 
zs 叫做 分 圆 齿 距 。 显 然 
lis X22=™= x XxX dys 


dy 一 分 X 2。 
x 


全 叫做 齿轮 的 模 数 ,以 表示 它 , 则 


ds = I X 2S。 
在 第 三 章 中 已 经 讲 过 压力 角 a， 它 满足 
ro 
cosa’” 
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其 中 ” 是 基 圆 半径 ,po 是 新 开 线 上 一 点 到 基 圆 中 心 的 距离 ，“ 是 
该 点 的 压力 角 。 现在 已 知 ea。《 分 加 和 渐 开 线 的 交点 的 压力 角 )， 
则 
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7 分 -一 ? 
COS Qs 
fn = 一 7 分 COS CC 分 。 
有 了 基 圆 半径 ,我 们 便 可 写 出 渐 开 线 的 方程 
ee 
0 = tgo— a = inva,. 
这 里 必须 明确 这 表示 所 参考 的 坐标 系 。 如 图 5-19 所 示 , M。 表 示 
基 咒 和 渐 开 线 的 交点 ，Y 轴 是 OM。 的 连 线 .。 所 以 上 面 的 方程 是 
以 OXY 中 的 极 坐 标 系 (这 时 了 Y 轴 是 极 轴 ) 为 参考 的 。 如 果 要 求 渐 
开 线 在 Oxy 中 的 方程 ,我 们 必须 经 过 一 个 坐标 变换 
ro 


Pp 一 9 
COS 四 


0, 一 十 一 inva 十 5， 
其 中 


6 一 一 MOoy 一 了 MOy 一 9， 一 二 2 有 
.4 


¥ 
一 一 VC 人 ， 
2% 


所 以 渐 开 线 在 直角 坐标 系 下 的 方程 是 
f =— psin (0 + 8), 
y = pcos(0 十 8)， 
ro pr 
把 上 面 的 一 些 式 子 整理 如 下 : 
已 知 z, ms, as， 计算 
d= mxX 2z, 
4 


fy 9 


2 


。147 。 


Fo 7 分 COSC 分 ? 


x 。 
有 一 一 一 InVvcf。 
2z 


对 于 < 的 一 系列 值 ( 从 0 开始 的 正 的 数值 ) 算 出 


Fo 


全 “一 3 
CDS 他 


0 tgo— a= inva, 
x = psin(0 十 8)， 
y= pcos(0 + 0). 
当 p > ra 时 ,计算 就 不 必 进 行 了 .ra 一 rs 十 如。 在 一 般 情况 下 ， 
4 等 于 sm， 
(2) 搜 线 齿 廓 。 所 谓 一 齿 差 的 行星 齿轮 的 摆 线 齿 廊 ， 实 际 上 
是 外 摆 线 的 等 距 曲线 。 这 种 齿 廓 决定 于 四 个 参数 : 齿 数 *， 创 成 
距 <， 偏 心 距 。 和 发 生 贺 半径 e、 我 们 只 写 出 雌 廓 的 方程 ， 推 时 
过 程 和 第 三 章 求 外 摆 线 的 等 距 曲 线 的 过 程 一 样 ， 这 里 从 略 。 这 里 
所 得 到 的 就 是 第 一 节 的 例 中 的 齿 廊 方 程 。 
已 知 xz, c，<，2. 
计算 
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FF “2 一 


1 十 > 
对 于 6 从 0 到 的 一 系列 值 逐 个 计算 


zx 亚 〈《z 十 Drsin 0 — csin( +10), 


名 


》 一 〈z 十 Dr cos 二 一 ccos( 


十 
es 
DD 
No 
» 


e sinO 9 
ze ct 一 一 
4 一 y* 一 ccosb0 xz” 


X= x 十 psinyg, 


Y 一 》 一 pcos 中 。 
$ 5. 轮转 曲线 、Camus 定理 和 Euler-Savary 公式 


设 曲线 了 在 曲线 了 T 上 滚动 (没有 滑动 ), 则 与 了 相 固 联 的 一 
点 P* 在 平面 上 画 出 一 轨迹 T*， 称 为 轮转 曲线 ， 

设 了 的 方程 是 7 一 f(s:), :是 弧 长 参数 ， 在 某 一 瞬间 ,了 与 
r 在 P 点 相 切 ,P 处 的 活动 标 架 是 {P; T(s),，N(s)},， (ui(s)， 
ux(s)) 是 P* 关于 这 标 架 的 坐标 , 则 由 第 二 章 的 Cesaro 不 动 条 件 
得 出 

ue Rt — 1, w= —hu, (5.1) 
这 是 因为 P* 与 了 是 固 联 的 缘故 .但 是 在 P 点 ,T 与 T 的 标 架 
是 一 致 的 , P* 关于 在 P 点 的 标 架 的 坐标 也 是 (ws), 4:(s)), P* 


的 绝对 速度 2 一 (3 各， 如 ) 决定 于 


ds ” ds 
i ui1— ku!1, 
(5.2) 
Ou, 
ee 一 1 十 hw。 


用 (5.1) 改 写 为 
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i (R, — kW, 一 xD。 (5.3) 
ds 


所 以 
有 
这 说 明 , 天 在 P* 处 的 法 线 通 过 了 与 了 的 接触 点 P. 
下 面 我 们 来 证 明 一 个 在 齿轮 顺 合 理论 中 很 重要 的 Camus 定 


> 
PP“ 一 0。 


理 . 

Camus 定理 设 有 三 条 曲线 『,, T， 和 了 。 当 了 分别 在 
T,， 和 T, 滚动 时 ,与 7 固 联 的 P* 分 别 在 T， 和 了 T, 的 所 在 平面 
上 夯 出 TY 和 IT, 则 I* 和 TIT? 当 T, 在 T， 上 滚动 (或 了 在 
T， 上 滚动 ) 时 互 为 包 络 曲线 . 

证 明 设 了 在 T， 上 深 动 时 的 接触 点 为 和 P,,T 在 T, 上 
滚动 时 的 接触 点 为 和 P,。 我 们 可 以 让 T, 在 六 上 滚动 ,接触 
点 是 P 和 已. 设 了 与 P， 某 一 瞬间 在 P 点 相 切 , 则 


PP Ph BP. 
根据 轮转 曲线 的 性 质 ，PP* 是 F# 的 法 线 ,又 是 fT* 的 法 线 ,于 是 
六 与 T 总 是 相 切 的 ( 见 图 5-22), 即 它们 互 为 包 络 。 


es 15S0 。 


从 (5.3) 式 可 知 
2 一 [( 甩 一 外 人 一 (天 一 下 aa] 


— LE — hk)u + Ck — hk,)u, 
— (%—h)IN,, 
将 它 和 (5.3) 代 人 第 二 章 相对 曲率 的 公式 (5.3), 就 得 到 I* 的 相对 
曲率 
他 一 {一 (大 一)w[ 一) 十 (天 一 kh) 
— (ko— hk)] + km kul(R, — ks)’ ma 
一 (~— kum/ NR, — kl + 2)7} 
CE 
(CR, — ku + ui) 


由 图 5-23 所 示 , 记 1 一 V 妈 十 好 一 1PP*，sinb 一 2 则 上 式 


可 写成 

ke* i sg sin0 ， 

4 (各 一天) 
其 中 8 一 sgn(k 一 %,)。 如 以 
o 5 和 p” 分 别 表示 TT, 了 和 
IT” 的 相对 曲率 半径 ,那么 


(5.4) 图 5 人 
它 表 达 了 轮转 曲线 T* ， 滚 动 曲线 了 和 了 的 相对 曲率 半径 之 间 的 
关系 ,其 中 1 是 PP* 的 长 度 , 6 是 PP* 与 了 的 夹 角 , 
将 (5.4) 同时 应 用 到 Camus 定理 中 的 两 条 轮转 曲线 T+ 和 
rT*,， 就 有 
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L 1 (ll) 
apr—1 1 p p/ sing” 
i 
82p2 一 4 1 pb ps/ sin9 
于 是 有 
1 = ey +) 1 
sp 一 1 sp 一 1 pp sing” 
或 
二 一 二 一 (一 二 一 有 -一 上 一 ) sng. (5.5) 
P: Pi si 一 1 B20p7 一 1 


其 中 pis P29 pi, p? 分 别 为 六 上 rr, ey 的 想 对 曲率 半径 , 
《5.57) 称 为 Euier-Savary .公式 。 


$ 6. 空间 吐 合 的 接触 线 法 


阅 平 面 的 两 条 曲线 的 路 合 一 样 ， 空 间 中 两 张 曲 面 的 咕 合 也 可 
以 归结 为 求 包 络 的 问题 ， 并 且 用 第 二 节 的 办 法 得 到 解决 。 这 一 节 
叙述 一 下 空间 哮 合 的 接触 线 法 , 它 适用 于 一 方 是 旋转 曲面 的 情形 ， 
例如 在 用 钳 刀 加 工 螺旋 齿 面 时 ,其 中 钳 刀 就 是 旋转 曲面 。 

向 量 有 的 两 次 转动 ”在 专门 制造 的 旋风 切削 机 床 或 万 能 钳 
床 ( 或 车 床上 搭 起 一 个 动力 头 的 设备 ) 上 ，、 就 会 磁 到 这 种 情况 ， 设 
刀 盘 平面 的 初始 位 置 在 Oxy 平面 上 , 它 的 法 线 和 z 轴 重 合 ,单位 
法 线 启 量 是 一 (0, 0, 1)， 实际 加 工时 , 刀 盘 平面 要 经 过 两 次 转 
动 。 第 一 次 是 绕 x 轴 旋 转 中 角 ，x 轴 的 单位 向 量 上 转 到 z， 轴 的 
单位 向 量 有 《 见 图 5-24); 第 二 次 是 绕 y， 轴 旋转 角 ，h 又 转 
到 ZI 铀 的 单位 癌 量 Rk, 〈 见 图 5-25 )。 

要 问 经 过 这 两 次 转动 之 后 , 刀 盘 平面 的 位 置 怎样 ? 实际 上 ,只 
要 算出 包 关于 0Ozyz 的 坐标 就 可 以 了 ， 因 为 hh 是 刀 盘 平面 的 
单位 法 线 向 量 。 

在 Ox2Y 22 中 的 坐标 是 (0;0,1) ,而 Ox2)222 和 和 ODxiyiz， 之 
间 的 坐标 变换 是 
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1 = ys 


xi “= XCcOSg 十 za sin pp， 
Zi = 一 2Xasing 十 zcosg。 


图 5-24 5-25 
用 (0,0,1) 代 进去 , 便 得 到 R: 在 Oxiy121 中 的 坐标 
(sing, 0, cosp). 
Oxiyiz， 和 Oxyz 之 问 的 坐标 变换 是 


xz 号 xi 
》 = yi cos 由 一 8 Sin 由， 

2 = ysinyg + zcosy, 

用 (sin p， 0， cosq) 代 进 去 , 便 得 到 k, 在 Oxyz 中 的 坐标 

(sing, 一 sing cosp, cosp cosp). 
如 果 用 a 表示 hh 和 z 轴 的 夹 角 , 则 
cosw = Rk,. k= cos 中 cos 中 ， 
人 3 
例如 中 一 由 一 30?，cosa 一 X 一 0.75，w > 41°24’, 


恕 旋 面 和 旋转 面 的 接触 线 ”在 用 盘 状 铣 刀 (或 指 状 铣 刀 ) 加 工 
螺旋 面 时 ,就 会 磁 到 螺旋 面 和 旋转 面 ( 铣 刀 面 ) 相 接触 的 情况 ( 见 图 
5-26 和 图 5-27)。 如 何 求 它 们 的 接触 线 ， 是 很 重要 的 问题 。 有 了 
接触 线 ,就 马上 可 以 知道 铣 刀 面 的 形状 ， 

如 图 5-26, 刀 盘 轴线 z 的 位 置 可 由 它 的 单位 向 量 表示 , 它 是 
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图 35~26 图 5-27 


前 面 所 说 的 一 般 情形 的 一 种 特例 ， 相 当 于 9 一 0 的 情形 ，z, 的 单 
位 同 量 是 
(0, 一 sing, cosy). 
如 图 5-27, 刀 盘 轴线 是 x 轴 , 它 的 单位 向 量 是 
(1，0，0)， 


我 们 也 可 以 把 它 看 成 是 p 一 2 4 二 0 的 特殊 情况 。 


在 图 5-26 的 情形 , 刀 盘 轴线 是 过 (a, 0, 0) 且 具 有 方向 (0， 
一 sin，cos4) 的 直线 ;在 图 5-27 的 情形 , 刀 盘 轴线 是 过 (0, 0， 
0) 且 具 有 方向 (1, 0, 0) 的 直线 。 

我 们 讨论 最 一 般 的 情况 。 假定 刀 盘 轴线 是 过 O01,(x。, yoozo) 且 
具有 方向 忆 ( sin p, 一 sin gcosp，cos 由 cosp) 的 直线 ,目的 是 要 
求 出 螺旋 面 和 刀 盘 面 的 接触 线 . 

设 螺旋 面 $ 的 方程 是 

x == x(0,1) = u(t) cos0 一 0Ct)sing0， 
y == y(0,1) = ult) sin0 + v(¢) cos0, 
zz = 2(0,1) =—= pO, 
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如 果 它 和 刀 盘 面相 接触 ,而 且 有 了 一 条 接触 线 ( 沿 这 条 接触 线 $S 和 
刀 盘 面相 切 ) ,那么 沿 接触 点 它们 有 公法 线 。 设 M(x，》,*) 是 一 
个 接触 点 ，m(z:，n，?2z) 是 S 在 M 点 的 法 向 量 , 那 么 (nw4， ny, 1:) 
也 应 该 是 刀 盘 面 在 M 点 的 法 向 量 。 因 为 刀 盘 面 是 旋转 面 , 而 旋转 
面 上 任何 一 点 的 法 线 都 和 轴线 共 面 ， 所 以 过 M(x, 》，x) 具有 方 
向 (n:， ny， nz) 的 直线 和 刀 盘 轴线 应 该 在 一 个 平面 上 . 


向 量 0.M 和 及 可 以 把 这 个 平面 的 法 向 量 决定 下 来 ， 记 


——¥ 
n= OM x kh,, 


| yy—y z 一 or z 一 20 z 一 xol 
人 ? 》 
| 一 Subcosgp cospcosp| lcosy'cosy sinq 
4 一 Ye bn ) 
sinp — singcospl/ 


根据 上 面 的 分 析 ，n 应 该 在 这 个 平面 上 《〈 见 图 5-28), 即 = 和 
n 垂直 ,所 以 
nn= 0, 
即 
[0 — yo)cosy coso 

十 (z 一 Zz0) sin cosm]n, 
十 [(z 一 20) sin op 
一 《xz — xo)cosdcosm]lny 
十 [一 (zxz 一 xio)sin coswp 
一 ( 候 一 ))sinojzy = 0. 


(6.1) 
因为 螺旋 面 在 一 点 (x,，y，2z) 
的 法 线 向 量 的 三 个 分 量 是 
ns 一 py 图 5-28 
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ny “= — PX, 


1 Or ty) 
2 Or 9 


其 中 A es 2 Xs 二 所 以 (6.1) 式 成 为 
f [ey 


== 


Pp[(y — yo)cos 几 cosm + (z— z0) sin bcos pl]y, 
— pl(z — z) sin 9 — (x — x0) cosp cos pl]x, 


= [(x — x0) sinb cosp + () — ») sin p] 


. 8(* +y) 一 0， 


Di 
因为 
xx 十 yy, me 人， 
所 以 最 后 得 到 


> [zcosbcosp 一 (xz — xo) singcosgp 
t 


—p{l[(z— zo) sing + xocosd cos gl]z, 

十 [yocos 几 coso — (2 — zo0) sin cosqp]y,} 
m= 0 (6.2) 
这 就 是 接触 点 应 该 满足 的 条 件 。 它 是 一 个 关于 上 和 6 的 关系 
式 , 如 果 能 从 它 解 出 9 一 f(z), 把 它 代 进 螺旋 面 8 的 方程 , 便 得 到 
接触 线 的 方程 。 在 一 般 情 况 下 ,很 难 从 (6.2) 解 出 6 关于 * 的 明显 
表达 式 , 我 们 可 以 用 数值 解法 。 对 一 个 给 定 的 :, (6.2) 就 是 关于 6 
的 函数 方程 ,我 们 可 以 求 出 它 的 根 , 然 后 把 它 和 * 的 数值 一 起 代入 
螺旋 面 $ 的 方程 ， 从 而 得 到 接触 线 上 的 一 个 点 。 如 果 给 定 一 系列 

的 :和 值 ,就 可 以 得 到 一 系列 的 接触 点 ,连接 后 就 是 接触 线 ， 
刀 盘 面 的 方程 ”到 现在 为 止 , 刀 盘 面 的 方程 我 们 还 不 知道 .我 
们 只 知道 它 是 旋转 面 ， 它 的 轴线 是 过 O(xo, yo, so) 且 具 有 方向 
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hk, 的 直线 ,并 且 知 道 它 和 螺旋 面 8 的 接触 丝 . 

让 挡 触 线 绕 它 的 轴线 旋转 一 下 ， 就 得 到 力 盘 面 。 为 了 君 清 刀 
盘面 的 形状 ,最 好 求 出 它 的 轴 向 剖 线 ， 

在 刀 盘 面 上 建立 坐标 系 Oixzyaz:。 坐标 系 Oxryz 经 过 两 次 旋 
转变 成 Oxzyazz， 再 把 它 平 移 到 Oix?yazz. 

Oxyz 和 Oxrwyiz 的 坐标 变换 是 


Xx 1 0 0 区 
上 cos 几 一 sin 中 上 
Zz 0 sinyg cos 中 / \Z, 
Oxiyizt 和 Oxayazz 的 坐标 变换 是 
Xl cosp 0 sing x2 
2 一 sinp 0 cosp/ \% 
Ox2y22; 和 Oixzyazz 的 坐标 变换 是 


> 4 十 xo 
y=|Y+y,], 
名 2， Z 十 zo 


人 


其 市 《xno52o 六 是， 关于 Ox2y2z; 的 坐标 。 


由 前 面 两 个 式 子 可 以 得 到 
fx 1 0 0 
小 0 cos 由 -| 
、 台 0 siny cosy 
cosg 0 sing\ /x; 
a | 0 1 0 | 1 
一 Snp 0 cosp 2 
cosq 0 sing xX? 
mn | sin 由 sinop cos 一 wen| 中 
一 cosysinp sinyg Cos 中 cos m | 


直角 坐标 系 的 旋转 变换 的 逆 变 换 和 矩阵 就 是 变换 矩阵 的 转 置 算 
阵 , 所 以 
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了 [pcosy 一 (x 一 Ca) sing] Btz + yy) 
2 Or 
—p{aricosh — zy sing} = 0. 
两 边 除 以 sin 4， 得 到 


2 2 
1 (a —x+ petgy) Ps ? ) 


十 p(pOy, 一 axictg 几 ) 一 0. (6.3) 
螺旋 面 5 的 方程 加 上 (6.3〉 就 是 接触 线 的 方程 。 从 它们 可 以 解 出 
一 系列 的 接触 点 《x，Y, x)。 因为 9 一 0， 所 以 接触 氮 在 刀 盘 坐 
标 系 O41x2y2z， 中 的 坐标 是 


入 1 n b XY 一 0 
Y | 一 | 0 cos sind y ; 
Z 0 —sing cosy 和 


如 
X=r— ua, 
Y= ycosd + zsinyg, 
Zo= —ysing + zcosp. 
钳 思 面 的 轴 向 剖 线 是 


一 VX 十 Y2， 
Z 一 2Z， 

(2) 对 于 如 图 5-27 的 指 状 铣 刀 ,，b 一 0， ?一 万 ， t0— yo 
zo 一 0， 把 它们 代 人 (6.2) 式 ,得 到 


1 ,B(x 十 
一 二 7 Rt) pox, ~ 0, 
外 
2 2 局 
y Olrx 十 入) 7 0 . (6.4) 
9: O! 


螺旋 面 S 的 方程 加 上 (6.4) 就 是 接触 线 方 程 , 从 它们 可 以 求 得 
一 系列 接触 点 (zx, > z)。 
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因为 4 一 0， ?一 也， ro yo 20 = 0， 所 以 《x,y，z) 
和 (X,Y, Z) 之 间 的 关系 式 是 


X\ /0 0 —1\/x*\ /一 > 
日 -| | 
Z. 1 0 0 / \? x 
所 以 指 状 铣 刀 的 轴 向 剖 线 是 
mp 


Z == x, 


$ 7. 一 个 实际 例子 


当 一 个 螺旋 面 〈 导 程 为 4) 沿 着 它 的 轴线 作 导 程 为 4 的 螺旋 
运动 时 ， 所 得 到 的 曲面 和 它 自 己 重合 。 所 以 铣 刀 和 它 的 接触 线 总 
是 空间 中 的 一 条 固定 的 曲线 。 这 就 是 为 什么 可 以 用 铣 刀 加 工 蝶 放 
面 的 理由 。 上 一 节 已 经 求 出 了 这 种 铣 刀 的 轴 向 剖 线 。 

一 个 圆柱 面 可 以 被 看 成 是 螺旋 面 的 特殊 情况 ， 我 们 对 它 也 可 
以 用 钱 刀 加 工 。 这 种 情况 总 是 在 用 铣 刀 加 工 螺旋 面 的 同时 发 生 的 。 
设 网 柱 面 的 方程 是 

X= rc050, 
y — r sin0, 
2 w= 8。 

我 们 可 不 用 计算 , 便 知道 它 上 面 的 任 一 点 《x,y,z》 处 的 法 线 
向 量 n 一 (x,》,0). 用 2 一 xm 一 yo 一 0 代 进 《6.1) 式 ， 
得 到 

x[(Y 一 yo)cosmcosp + (2 一 xzo)sin 由 cose] 
十 y[(z 一 szo) sin q 一 (rz 一 xo)cos 沙 cos 中 ] 
am 0， 
即 
(xoy 一 zyo) cosp cosp + (z 一 z0)(xsing cosg 
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十 》sinp7 一 0. (7.1) 

圆柱 面 方程 如 上 (7.1) 式 就 是 接触 线 方程 ， 再 利用 上 一 节 求 
铣 刀 轴 问 剖 线 的 办 法 , 便 可 求 得 加 工 圆柱 面 用 的 铣 刀 轴 疝 剖 线 . 

作为 一 个 实际 例子 ， 我 们 特别 讨论 圆 钢 矫 直 机 的 辊 子 曲面 

由 于 各 种 原因 , 圆 钢 从 热 轧机 中 出 来 后 并 不 是 笔直 的 ,需要 把 
它 矫 直 .有 一 种 专门 的 机 器 叫做 矫 直 机 。 它 由 几 对 辊 子 组 成 。 图 
5-30 所 示 的 是 其 中 的 一 对 辊 子 . 现 在 要 问 这 种 辊 子 是 怎样 的 曲面 。 

设 两 辊 子 的 轴线 和 圆 钢 的 轴线 的 交角 是 c。 两 个 辊 子 中 的 一 
个 是 固定 的 , 另 一 个 可 以 拾 高 或 压低 . 

为 了 说 明 计 算 方 法 ,我 们 只 对 一 个 辊 子 , 例 如 上 面 的 一 个 辊 子 
进行 计算 ， 
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设 圆 钢 半径 是 +， 圆 钢 轴线 和 上 面 辊 子 的 轴线 的 最 短 距离 是 
a， 如 图 5-31, 我 们 取 它 们 的 公 垂 线 为 > 轴 ， 以 圆 钢 的 轴线 为 z 
轴 . 
为 了 应 用 前 面 的 结果 ,我 们 写 出 
=a, 9 一 0，xz 一 4 加 一 zo 一 0. 


拉 它 们 代 进 (7.1) 式 ,就 可 以 得 到 


ay cosa — zx sina == 0, 


即 


ar singcosa 一 zzcosgsinac 一 0， 


tg0 一 ztga 
a 


3 

2 = atgOctga, 

t 
由 tg0 一 4 可 得 
a 
Ld 

MV a’ 十 ztg?w 
3 tg C 


sin .一 -一 
Va 十 2 "tg a 


COSO = 


—a 
Va 二 stg2c 


sinO = ?igo _ 
Va 十 ztgo 


CosO 一 


两 解 。 所 以 接触 线 方程 是 


, ra 
XY 亚 , 
V ea 十 zitg?a 
7Qtg 
J — -一 一 一 一 ， 
Va’ 十 zitg?za 
2 
—ra 
+ 


I 
V a’ 十 sitgia 
vm rstgo Nr 
| Ve + sg 


Sm 2, 
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根据 实际 情况 ， 前 面 这 个 解 是 合适 的 。 把 它 变换 到 刀 盘 坐标 
系 中 去 ,可 以 得 到 


(7 一 V 人 十 22 ‘go ) a 
a 0 
Va 十 ztgo 
Y = ycosa — 2 sina 
rz Sin Cw 
一 一 一 一 一 一 -一 一 zsina 
a + zitga 
一 Wai 十 zitg 0 
一 sin — 
a’ + ztg’o 


Z 一 ysnaw 十 zcosdua 


rz SInCtpCw 
== gcCosw 十 ee ee 


We 十 zztg2a gg 
后 求 得 辊 子 的 轴 向 剖 线 
Wie a r sinetgo_ 
a 二 2 si 4 2 
R= VX + Y’ 
一 /ai 十 zsin 人 
Va + zxtg?c i 
a $1 习题 中 的 第 3 题 ), 因 为 7 
Vz 十 ztg'a 
R 


0 10203040 5060708090100 2 
图 5-32 
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下 面 是 对 ?+ 一 10, a 一 70, cx 一 30" 的 计算 结果 : 


省 Z R 

0 0 60 

10 9.0713 60.1868 
20 18.1343 60.7438 
30 27.1817 61.6615 
40 36.2075 62.9246 
50 45.2075 64.5137 
60 54.1792 66.4067 
70 63.1218 68.5799 
80 71.7852 71.1110 
90 80.6493 73.7939 
100 89.4903 76.6874 
i10 98.3103 79.7700 


从 公式 中 容易 看 出 , 章 线 图 关于 尺 轴 是 对 称 的 ,因此 只 需 画 出 
一 半 ( 见 图 5-32). 

通过 计算 还 可 以 知道 ,即使 对 + = 5, a 一 65, a 一 30°, 它 
的 轴 向 剖 线 变化 不 大 , 所 以 可 以 用 同一 辊 子 矫 直 $10 和 20 之 
间 的 各 种 圆 钢 . 

在 精度 要 求 不 高 的 情况 下 ， 贺 子 轴 向 判 线 还 可 以 用 贺 弧 或 双 
曲线 代替 ,使 加 工 方便 些 . 
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第 六 章 ”曲线 的 拟 合 与 设计 


我 们 在 理论 上 可 用 简单 的 数学 式 子 来 描述 直线 、 圆 弧 和 其 它 
一 些 特殊 曲线 ,但 在 实际 工作 中 ,机 可 的 形状 .船体 的 形状 汽轮机 
叶片 能 形状 的 设计 都 是 根据 风 洞 试验 、 水 池 试 验 或 其 它 一 些 试验 
进行 的 。 这 时 ,所 磁 到 的 各 种 曲线 并 不 是 按 数学 式 子 给 出 ,而 是 依 
人 靠 一 些 离散 的 型 值 点 来 描绘 曲线 的 大 致 走向 的 。 为 了 进一步 分 析 
它们 的 几何 性 质 , 或 者 为 了 要 加 工 出 这 些 曲线 ,常常 要 将 离散 的 型 
值 点 连续 化 ， 使 形成 一 条 符合 要 求 的 有 曲线， 并 且 用 数学 方程 描述 
它 。 这 个 过 程 就 叫做 曲线 的 拟 合 ， 

在 曲线 的 拟 合 工作 中 还 提出 一 个 要 求 ， 就 是 如 何 用 尽 可 能 简 
单 的 曲线 代替 复杂 的 曲线 。 比如 说 ,用 线 切割 机 可 以 切割 直线 和 
圆 弧 ,更 复杂 一 点 也 不 过 是 用 来 切割 抛物 线 和 三 次 曲线 ,但 应 用 一 
些 数学 方法 之 后 , 便 能 使 它 切 割 一 些 更 复杂 的 曲线 . 

这 里 只 准备 举 几 个 例子 ,来 分 别人 旬 绍 线性 拟 合 、 圆 弧 拟 合 和 样 
条 拟 合 中 最 简单 的 一 些 具 体 办 法 ， 而 不 涉及 有 关 误 差 的 进一步 的 
数学 分 析 . 

近 十 几 年 来 ,计算 机 辅助 几何 设计 (Computer Aided Geometric 
Design) 莲 勃 地 发 展 起 来 . 它 的 目标 是 在 计算 机 上 利用 数学 方法 建 
立 一 个 模型 ， 并 且 用 它 来 恰当 地 描述 某 一 类 或 某 几 类 特定 的 外 形 
(如 汽车 或 船体 表面 等 )。 通过 人 与 计算 机 之 间 的 交互 作用 , 不 断 
修改 数学 模型 的 参数 , 最 终 达 到 满意 的 结果 , 直接 输出 有 关 图 形 、 
分 析 的 结果 以 及 加 工 数 据 ， 

作为 它 的 基本 手段 ， Btzier 曲线 和 曲面 , 8 样 条 曲线 和 曲面 
已 经 有 广泛 的 应 用 。 在 本 章 的 最 后 几 节 我 们 介绍 Bezier 曲线 和 
8 样 条 曲线 。 至 于 有 关 曲 面 的 一 些 内 容 ， 将 移 到 第 八 章 进 行 讨 
论 ， 
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$1 线性 拟 合 


线性 拟 合 是 指 用 分 段 直线 代替 曲线 。 我 们 先 举 出 查 三 角 函 数 
表 的 例子 ,再 用 第 三 章 所 举 的 凸轮 曲线 为 例子 ,对 具体 算法 详细 作 
出 介绍 。 

任何 查 过 数学 用 表 的 读者 都 会 磁 到 这 样 的 问题 。 不 管 这 个 表 
的 位 数 如 何 多 ,总 不 可 能 罗列 出 函数 关系 的 所 有 的 对 应 值 ,而 只 能 
每 隔 一 定 的 间隔 给 出 对 应 的 函数 值 。 这 个 间隔 称 为 步 长 。 我 们 在 
实际 工作 需要 查 表 时 ,不 可 能 凑巧 地 查 到 表 上 现成 的 数据 ,但 我 们 
知道 , 需要 查 明 的 数据 一 定 是 在 表 中 列 出 的 某 两 个 数据 之 间 、 这 
时 我 们 就 运用 所 谓 “ 线 性 插 补 法 ”解决 这 个 问题 。 在 最 简单 的 四 位 
数学 用 表 中 的 正弦 表 是 每 隔 6 分 给 出 一 个 函数 值 。 比 如 我 们 要 查 
的 是 sin 24*20'， 在 表 上 和 它 最 接近 的 两 个 是 

sin24218 = 0.4115, 

sin 24°24’ 一 0.4131， 
我 们 就 用 线性 插 补 法 求 出 sin24°20” 如下: 作出 

he sn24224' 一 sin24°18’ _ 0.0016 
6 6 
4 表示 当 自 变量 每 增加 1 分 时 ,五 数 的 平均 增加 值 。 所 以 我 们 有 
sin 24°20’ 一 sia24218 + 28 < 0.4120. 

实际 上 , 为 了 保证 四 位 正弦 表 的 10- 精度 。 在 一 度 之 内 可 作 线 性 
揪 补 ,所 以 在 这 种 表 中 往往 每 一 度 之 内 附 有 线性 插 补 的 修正 值 ,以 
便 查 用 . 

从 这 个 查 表 的 例子 中 可 以 看 出 ， 用 分 段 直 线 代替 曲线 的 方法 
是 常用 的 。 如 上 所 述 ,如 果 在 每 一 度 上 给 出 一 个 型 值 点 ,在 相 邻 两 
点 之 间 用 直线 连结 ,用 这 样 的 分 段 直线 代替 正弦 曲线 , 便 可 以 达到 
0.5 x 10- 精度; 如 果 型 值 点 的 精度 为 0.5 x 10-'*， 整 个 误差 不 会 
超过 10-. 

我 们 在 第 三 章 叙 述 了 一 个 分 配 油泵 中 凸轮 曲线 的 计算 问题 ， 
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< 0.00027。 


并 且 已 经 求 出 它 在 极 侍 标 系 中 的 参数 方程 : 
je 0,(6)， 
pi = p.(0). 
实际 问题 要 求 对 9, 从 一 60° 到 60° 范围 内 每 隔 1° 必须 给 出 向 径 
的 大 小 。 为 简单 起 见 , 把 上 列 方程 改写 为 
{ = 0(), 
p = p(z). 
令 一 系列 要 求 插值 的 极 角 为 6;, 因此 有 
GO;=— 60°+1 ,1=0,1,...,120, 
根据 实际 要 求 取 定 一 组 参数 值 1., zt,，……, tw 并 从 (1.1) 算 出 一 组 
型 值 点 (0,, p1), (0,, Pp;)，*'"*,，(9m，pPm)， 经 过 适当 编号 ,不 妨 假 
定 sh 一 0, :< Grey 并 且 0 < 0,， O10 < 0,.。 问题 就 在 于 
根据 这 些 型 值 点 作 线性 拟 合 而 从 9; 求 出 5;。 如 图 6-1 所 示 , 对 
每 个 入 ， 首 先 要 求 出 一 个 1, 使 
0; < 0; < Oins 
那么 ,过 (0;, pj) 和 (Qj+1, Pi+1) 的 直线 方程 为 


p= pi CH ?i(0— 0,). 
Oiti i 


(1.1) 


因此 


7 十 1 7 


人 (1.2) 


(0i+1,0;+1) 


《6 一 1301 一 1) 
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这 样 ,我 们 就 可 以 得 到 所 要 求 的 而 , PB， ,Bz 
在 实际 计算 时 ,为 了 保证 精确 度 ,我 们 取 
ti 一 一 60 十 0.25 i= 0,1,..., 480, 
把 每 一 个 2 化 成 弧度 ,根据 第 三 章 的 公式 计算 


f 一 0(1i), 
p = plt;). 
一 共 得 到 481 个 点 的 极 坐标 (p,9). 例 如 我 们 列 出 前 面 的 八 个 点 : 
本 


11 .9203 


一 ~ 一 一 一 一 一 人 


i 4 5 6 7 
0 —59°15’07” —59°03'53" —58°52'40" —58°41'26" 
p 11.9205 11.9207 11.9211 11.9216 


显然 , 6 一 一 59° 在 5: 与 6 之 间 , 于 是 用 7 一 5 代 进 (1.2) 得 到 


5 一 pi 十 和 一 (5 一 9) 一 11.9209. 
0 一 0 


(11.9209, 一 59°) 就 是 内 凸轮 型 线 上 的 一 点 《注意 : 计算 时 要 把 
所 有 的 角度 化 成 弧度 )。 我 们 可 以 对 6 从 一 60° 到 60° 的 每 一 个 
数值 进行 计算 ,得 到 内 凸轮 型 线 上 的 121 个 点 。 由 于 篇 四 关系 ,下 
面 仅 列 出 它们 的 一 部 分 。 


万 


11.9200 


13.3061 


一 60。 30° 15.3591 
一 55” 11.9426 ~10° 13.5542 35° 15.5133 
—50° 12.0088 一 3 13.8055 40° 15.6427 
~—45° 12.1148 0° 14.0565 45° 15.7454 
一 40? 12.2257 5° 14.3034 50° 15.8198 
一 35 12.4261 10° 14.5427 55° 15.8649 
一 30 12.6209 1 14.7711 60° 15.8800 
一 25? 12.8354 20° 14.9853 

一 20? 13.0652 二 15.1822 


8$2 图 吸 拟 合 


如 图 6-2 所 示 , 用 分 段 直线 P,P;P;P, 代替 曲线 C， 虽 然 能 
够 满足 一 定 的 精度 要 求 ,但 是 在 型 值 点 P,, P; 上 的 斜率 是 不 连续 
的 。 因 为 P,P: 段 的 斜率 为 go,，P;P， 段 的 斜率 为 tpg， 所 以 
对 P; 点 来 说 ,左右 斜率 有 一 个 跳 活 值 , 即 tg@, 一 ig%， 


2 


图 6-2 

如 果 需 要 有 连续 的 斜率 , 线性 拟 合 就 不 能 满足 要 求 。 这 时 可 

采用 贺 弧 拟 合 。 所 谓 贺 弧 拟 合 就 是 用 分 段 贺 弧 代 巷 出 线 并 且 相 邻 
两 个 殴 弧 有 公 绪 线 ， 
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下 面 举 一 个 用 线 切割 机 加 工 机 辟 模 型 的 例子 来 说 明 圆 弧 拟 合 
的 做 法 。 

某 机 翼 模 型 的 形状 如 图 6-3 所 示 。 设 圆 2 的 半径 为 p， 况 
0" 的 半径 为 9, 0' 的 坐标 为 《a, 5); 又 设 机 愤 上 缘 的 一 些 离散 
乓 是 Ai(4i,5;) (一 1, 2,………，10)。 现在 要 用 分 段 圆 弧 光 滑 地 
连接 这 些 离散 点 并 使 它 和 贺 0 和 圆 0” 都 相 切 , 

从 贺 的 方程 (x 一 x0 十 《 一》 一 Re 知道 ， 要 确定 一 个 
圆 必 须 有 三 个 独立 条 件 。 例如 , 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 可 作 一 
个 圆 ;已 知 两 点 和 其 中 一 点 的 切线 斜率 也 可 以 确定 一 个 圆 等 等 。 

所 以 ,我 们 对 上 述 问 题 作 如 下 的 考虑 。 

过 4,, 4; 作 圆 P, 使 和 圆 2 相 切 , 过 4;, 4 作 圆 P, 使 它 
和 圆 P， 相 切 , 一 般 地 , 过 4;，Ai+: 作 圆 P 使 它 和 圆 P;-， 相 
切 ,…, 过 A,, A 作 贺 P,, 使 它 和 贺 Ps 相 切 ,最 后 过 A 作 贺 
Pv, 使 它 和 圆 P, 与 贺 0O” 都 相 切 . 

由 此 可 知 ,要 确定 这 些 贺 只 要 解决 下 面 三 类 问题 就 够 了 . 

(1) 已 知 圆 o 和 贺 外 两 点 4.(a1, 51)， A《a, 5;)， 求 圆 P， 
使 它 通 过 4,, 4， 并 且 和 圆 O 相 切 ; 

(2) 已 知 贺 8 和 贺 外 一 点 4,(a;, 5;)， 求 圆 P， 使 它 通过 定 
点 4;:， 并 且 和 加 8 相 切 于 定点 4.(a1, 6); 

(3) 已 知 贺 2 和 圆 0"， 求 贺 P， 使 它 和 贺 0O' 相 切 ， 并 且 
和 圆 8 相 切 于 定点 4(a, 5). 

由 上 面 分 析 可 知 ， 切 割 机 辟 模 型 的 问题 中 求 较 P， 属于 第 一 
类 , 求 圆 P,,…， 贺 P， 属 于 第 二 类 , 求 回 Pw 属于 第 三 类 .下 
面 分别 就 这 三 类 问题 进行 具体 计算 . 

(1) 如 图 6-4 所 示 ， 定 圆 0 的 半径 是 >， 我 们 取 O 点 为 坐标 
系 的 原点 。 设 所 求 的 贺 P 和 定 圆 0 的 切 点 4。 的 坐标 为 (a0, 5,). 
我 们 只 要 确定 圆 忆 的 圆心 (xp, yr》 就 可 以 了 . 因为 P4, 是 它 的 
半径 ，4 点 是 圆 O 和 圆 P 的 切 点 ,所 以 了 必 须 在 直线 O4。 上, 且 
有 

Pd 一 Pd 一 PO 十 sr， (2.1) 


ee 70。 


Ai (ar ,bi 


Ao (asc,.bse) 十 | Ai (l(a, b2) 


Plxp ,yo0) 


图 6-14 
其 中 ee 一 土 1， 如果 圆 O 和 圆 了 内 切 ，s 一 1， 如 图 6-4 所 示 ; 如 
果 贺 CO 和 贺 P 外 切 , 则 8 = 一 1, - 另 一 方面 , P 又 必须 在 4,4, 的 
垂直 平分 线 上 。 现 在 令 4.4; 的 中 点 为 B， 则 


一 一 一 1 一 一 -一 一 天 
OF = (u,v) 一 了 《04 十 04) 


~ (2 十 2 dd 
2 


A.4, Gs (a cig Dy b1), 
那么 和 4.4， 垂直 的 一 个 向 量 为 
2 一 ob 


A(his hy) = (8 一 一 一 一 一- 一 ， 
pr 
ee, SN 
MV (a; — dt) (Db; ee pb) 
于 是 的 坐标 可 写 为 


人 =—# 二 hl, 

yp 二 vv 十 hyl， 

其 中 ! 表示 从 B 点 算 起 到 了 挟 的 距离 ,应 取 正 值 . 
假定 ! 一 六 时 恰好 为 所 求 的 了 了， 从 (2.1) 得 到 


VT) vil) 7. 


(2.2) 


* 171: 


展开 两 边 并 加 以 整理 ,容易 得 到 
Gh — HeV (hl + w+ (blo + v), 
式 中 已 令 
G = 一 a pM 


H = 2 + botr’ 


27 
两 边 平方 的 结果 是 
Llii—2MI,+ N= 0, 
其 中 
L=0G—1,M= GH+iut hr, NeH— wu — vy, 
从 此 解 出 


lo 一 (2.3) 
4 应 取 正 值 。 如 果 它 有 两 个 解 ， 分 别 表示 内 切 和 外 切 两 种 情况 ， 
我 们 可 以 根据 具体 间 题 选取 其 中 的 一 个 解 ，。 
将 (2.3) 代 入 (2.27 即 得 圆心 忆 的 坐标 。 P 点 到 4， 点 的 距离 
就 是 半径 R: 
及 到 yl (2 十 21 一 57 十 (十 2 一 六 。 (2.4) 
为 求 4,(a,, 5,)， 首 先 写 出 直线 PO 的 方程 : 
f = 十 4lo 十 :1'， 
y = vt+ hl + Kyi’, 


其 中 
二 
V ut Mlo) + Cv + hylo) 
， = 2 十 4,io 


V (w 十 人 十 (v + 171) 
/ 为 直线 PO 上 从 了 点 量 起 的 距离 。 由 此 立即 可 得 

do™™u Azlo RR, (2.5) 
0 mm 2 十 yl + ky,R. 


et72。 


综 上 所 述 ,(2.3),(2.2),(2.4),(2.5) 表 达 了 问题 的 解 ， 

(2) 如 图 6-5 所 示 , 定 圆 的 圆心 为 8(s, !)， 半 径 为 :。 设 所 
求 的 圆 P 的 图 心 为 P(xr，yp)， 半 径 为 RP 既 要 在 414; 的 
垂直 平分 线 上 ,又 要 在 4.0 的 连 线 上 , 所 以 只 要 求 出 这 两 条 直线 
的 交点 就 可 以 了 . 

直线 A410 的 方程 为 


人 (x 一 0i); (2.6) 
di—s 
4,4; 的 垂直 平分 线 BP 的 方程 为 
y== y+ k(x — 4), (2.7) 
其 中 
ed i et ty a 
2 b, 一 2 
0 
Plx»,y2?) 


本 6-) 图 6-6 
从 (2.6),(2.7) 得 出 
Xp 一 l 一 六 十 二 4i 一 tu) / (各 二 一 4)， 


al 有 1 一 
(2.8) 


2 


一 : 
yp = 5b 十 Mg (xp — 41), 
圆 己 的 半径 是 
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‘RV (rp — a) + (yp — 0). (239) 

(3) 最 后 ,我 们 讨论 第 三 类 问题 。 如 图 6-6 所 示 , 圆 2 的 圆心 

的 坐标 为 9(*，4)， 半 径 为 +, 4 点 的 坐标 为 〈e, 2); 圆 0' 的 

圆心 坐标 为 〈*， 扩 ， 半 径 为 。 假定 所 求 的 圆心 点 的 坐标 为 
(xp yp)， 半 径 为 R， 它 和 贺 0' 的 切 点 为 4'(x', y"). 

因为 圆 和 圆 2 相 切 于 4 点 , 所 以 P 在 49 的 连 线 上 ; 而 且 


这 条 连 线 的 斜率 是 
人 


各 
a—$§ 


因此 ,直线 49 的 方程 为 - 


y= b+ kr — a)., (2.10) 
现在 把 它 写成 参数 形式 
1 
x = 一 8 一 - ts 
V (2.11) 
一 CO— yr 
V+ 


其 中 ! 表示 了 从 4 点 到 《x,y) 的 距离 。 
如 时 我 们 取 / 为 贺 0' 的 半径 +r'， 便 得 到 84 上 的 一 点 
9', 使 40' 一 从 (2.11) 知 道 O 的 坐标 《m，n): 
: r 
VR+L 
Rr 
因为 PA 二 PA4',A0' 一 A'0' = 二 1'， 所 以 PO' 一 PO', 因此 P 
在 9'0' 的 垂直 平分 线 上 .8 0" 的 中 点 B 的 坐标 &，2” 为 
m+s 
2 
nr 
z 2 
而 且 0'0" 的 垂直 平分 线 的 方程 为 
y=v+ h(x), (2.12) 


ng 


| 一 6 一 


ov == 
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其 中 宇 呈 二 
! —1 
从 (2.10),(2.12 ) 解 得 P 点 的 坐标 : 
ee yy— ukRk’—b ak 
| 1 RR (2.13) 
yp 二 v 十 KR'(xp — u) 


和 贺 P 的 半径 
R= (xp—a) + (ye — 02). (2.14) 
为 求 4'， 我 们 写 出 直线 PO 的 方程 
/ 1 
X = Xp 十 
| 
Rk” 
y yp 十 - -4d 
VR+l 
其 中 如 一 三 二 全 ,4 表示 P 点 到 (x'，y) 的 虐 离 ， 因 为 
PA’ =R, 
所 以 4' 的 坐标 为 
p Rk 
i 
V K+! (2.15) 
》 == yp 十 WN 
VR"+1 


综合 起 来 ,我 们 从 (2.13), (2.14) 和 (2.15) 依 次 得 到 贺 P 的 贺 
心 ,半径 及 其 和 圆 0' 的 切 点 4 等 . 
对 于 上 述 三 类 问题 有 了 解决 办 法 ,机 愤 切 割 问题 就 锌 解决 了 。 


$3. 样 条 拟 合 


咒 弧 拟 合 的 光滑 性 比 线性 拟 合 有 了 提高 ， 但 它 在 型 值 扩 的 曲 
率 还 是 有 间断 的 ,也 就 是 说 , 整 条 曲线 的 二 阶 导数 是 不 连续 的 。 在 
实际 问题 中 ， 我 们 往往 需要 一 种 具有 连续 的 一 阶 导 数 和 连续 的 二 
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Te 一 


EF3 


| 
| 
| 
| « 
人 . 
1 | 六 


bb 


= 


四 个 参数 .要 决定 它 ,一般 需 要 四 个 条 件 ,所 以 单 靠 两 个 端点 P 和 
2 还 不 能 完全 确定 它 。 如 果 我 们 还 给 定 二 阶 导 数 在 这 两 点 的 数值 
Kp 和 Ko。， 那 么 这 种 三 次 曲线 就 可 以 确定 下 来 . 

我 们 不妨 把 这 种 三 次 曲线 看 成 过 P，9 两 点 的 直线 再 加 上 曲 
线 修正 项 R(x)， 姬 


一 和 十 232 一 3ekxz 一 xp 十 尺 Cx)， 
Xo™ Xp 


其 中 R(x) 当然 是 * 的 三 次 多 项 式 . 
由 于 曲线 过 P,Q 两 点 ,立即 得 到 
R(xp)=0, R(xo) 一 0. 
所 以 有 
R(x) = (x — xp)(x ~— xo)[L(x—zrxe)+M]1, 
其 中 工 和 M 是 待定 常数 ， 于 是 


y = yp 2 IP — xp) 
bs 
+ (x—xp)(x 一 xzo)[LGr 一 xp) 十 MI] (3.1) 
对 两 边 求 一 阶 和 二 阶 导数 ,得 到 
yy TI (2x 一 xz 一 xzo)[LGz 一 zz) 十 M] 


ro 一 XP 
+ L(x — xp)(x 一 xX9)， 
y”" = L(6xr — 4rp — 2xo) + 2M. (3.2) 
考虑 到 y”(xp) 二 K。 和 y" (xo) 一 人 0， 分 别 有 
Kp = 2L(xp — x0) + 2M,， (3.3) 
和 
Ko= 4L(xo— xr) + 2M., (3.4) 
将 (3.2),(3.3) 和 (3.4) 边 边 相 加 得 到 
y” + Kr+ Ko= 6[lL(x ~— xp)+ MI]. (3.5) 


the ele ne y” 的 表达 式 . 因为 y 是 * 的 线性 
数 而 且 在 xp, xo 取 值 Kp, Ko， 我们 可 写 出 
y” — Kp + Ke Ke(x 一 xp) (3.6) 


Xo — Xp 
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比较 (3.2) 和 (3.6), 得 到 


or he 3.7 
四 6(xo > xp) ( ) 
考虑 到 (3.5) 和 (3.7), 就 有 


y= yp + OIYP(r -~ rp) 
YYg Xp 
1 六 
+ (tx) — x0)y" + Ke + Ko), (3.8) 


y= eed. 十 了 (2x 一 xp 一 xo)Cy” 十 Kp 十 Ko,) 
To™ Xp 6 


+ -2 一 < (xz 一 zp)(z 一 xp)， (3.9) 
6(xp 一 xp) 
其 中 y” 由 (3.6) 所 决定 ， 

这 样 ， 我 们 得 到 了 用 两 个 端点 型 值 及 两 个 端点 的 二 阶 导 数值 
表示 的 三 次 曲线 方程 。 我 们 应 用 上 述 方法 到 各 个 分 段 上 , 就 可 以 
推出 三 次 样 条 曲线 的 方程 ， 

设 4# 个 型 值 点 是 (xs 7)，(xz，72)，……，(《xo， ya), 其 中 
人 1， 1) 称 为 节操， 

过 这 # 个 型 值 点 的 三 次 样 条 曲线 y 一 P(x) 在 其 每 一 个 区 
闻 [xis xin] (一 1,.…，2 一 1) 上 是 上 述 的 三 次 曲线 ,也 就 是 
说 P(x) 由 这 样 的 = 一 1 工段 三 次 曲线 

y= P(X), (一 1， 2 7 一 ]) 
所 组 成 。 如 果 我 们 已 经 预先 求 出 了 在 其 所 有 型 值 点 上 的 二 阶 导 数 
K,, Ki，*……, K+。 那 么 对 每 一 条 过 《zxi, yi) 和 (xi+:，yit4) 的 曲 
线 P;(x) 可 以 应 用 (3.8) 的 形式 来 表示 , 即 
P(x) = y; + T(x = 


Nit+t 一 Ki 


十 (x 一 xi)(z — xin)(P (x) + Ki;+ Kin), (3.10) 


其 中 
Pula Rt Co Nts) 
pp 


rz 一 
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现在 的 问题 是 如 何 预先 求 出 Ki, Ki,*** ,KK,, 

为 了 推导 K;, K;，*……,K。 所 满足 的 方程 ， 我 们 利用 在 每 个 
中 间 型 值 点 的 一 阶 导数 连续 的 条 件 . 

首先 考察 一 个 区 间 [zy zt 《i 一 1，2,…*， 7 一 1); 我 们 
从 (3.9 ) 得 到 


P'(x) = 》 Wom 


Xi+l Xi 
+ Ce a CR a 
Kir 二 k; 
6(xiiti zi ) 
以 x 一 +x， 代 人 上 式 , 便 有 
py Ys ds a ,Cl 


Nis1 一 Xi 


十 (x — xi)(x CO— rit1), (3.11) 


此 式 对 re ,nl 都 成 立 ， 
同样 , 当 考 察 区 间 [xji-;， Xi] (i 一 2………， 7 ) 时 ， 从 (3.9) 得 
到 


Pi-i(*) 一 LO 


Xi; 一 Kit 
+ Cn Cp ey RR 
K;— K;., 
Cr 
以 x 一 x; 代 人 就 有 
Pp’_,(x) 一 0 . 人 


ee 有 
中 


十 Ce Xi-1){x Ee £1 


此 式 对 i 一 2,*…, 7n 都 成 也 

但 是 ,对 每 个 x; 点 (i 一 2,.…， nn 一 1) 来 说 , 从 它 左 右 两 
段 三 次 曲线 所 决定 的 一 阶 导 数 必须 相等 ,否则 ,一 阶 导 数 将 是 不 连 
续 的 . 因此 Pi_,(x;) 一 Pi《x;)。， 由 《3.12) 和 (3.13) 的 右 端 相 等 ， 
我 们 获得 下 列 的 = 一 2 个 条 件 : 


pn 上 人 41 — (2K; 十 天) 


Rit Xi 


Ys 本 pe xj- (CK :1 2K; Ds 


Wh 
1 一 2。 1 一 1 
这 些 方程 经 过 整理 ,就 变 为 
(zx; 一 xz-1)Ki- 十 2xit1 — Fit)Ki 十 (zi 一 2) 天 ia 


~ (2 二 站 一 和 一 +)， f = 2, “一 


Xi ~ Xs TMi Xi-! 
为 方便 起 见 , 令 
CF2; 一 (2 A ne A Bees es ee Ki-1)s 
Xi 4 1 1 
bi Til (3.14) 
2(xi 一 xi- 
从 而 
XT 
2(xi+i eS Ti-i) 2 和 
最 后 我 们 得 到 ”一 2 个 方程 


2 天 ;-; 十 天 ; 十 公 b:) Kjsi Ty 3CF2,, 


12 (3.15) 

这 组 方程 称 为 连续 性 方程 ,其 中 含有 ” 个 未 知 量 K,, K,,*……,K,， 
所 以 从 这 组 还 不 能 唯一 地 确定 这 些 未 知 量 ， 除 非 另外 给 出 两 个 边 
界 条 件 ， 

最 简单 的 边界 条 件 有 下 列 两 种 : 

(1) 自然 边界 条 件 。 样 条 在 首尾 两 端 自然 伸 直 , 这 一 条 件 相 
当 于 KK 一 0 和 KK, 一 0。 这 时 ,(3.15) 中 少 掉 两 个 未 知 量 , 成 了 
一 组 含有 (x 一 2) 个 未 知 量 的 《x 一 2) 个 方程 


K, + (二 人 bs) K, = 3CF2,, 


1 
pb,K, 十 Kk, 十 (二 b, K, ms 3CF2,, 
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四 


10 号 横 剖 线 的 型 值 为 (9.22，07),(10.01,，0.2);(10.44,0.5),(10.81， 
1)，(11,，2)， 首 端 斜 率 和 必 端 斜率 分 别 为 0 和 c。 我 们 先 将 坐标 


系 沿 逆 时 针 转 45°, 得 到 该 横 剖 线 在 新 坐标 系 中 的 型 值 和 边界 条 
件 如 下 : 


7.2194 7.7356 8.3506 


Pe | ——— ee re, 


一 6.9366 | —7.0285 | ~6.9366 


strCO—1, wr 十 1 


为 写 出 样 条 方程 ,首先 计算 
pm 一 2 0.2878, 
2(x; 一 2) 
YY3 ~ 
10.2281 
: 2(x4 一 2 
2 一 -一 0.2111， 
2(x; 一 x3) 
Ce 2 )/ Ce — #0) ~ 0.3437, 
X33 2 | 
CF2, 一 22! 2 ) /Ce — Xi) = 0.2894, 
4 YX — YY 
ee en eee, 
Xs— X4 -一 xX; 


(= st)/ Ci— #) 一 0.5771， 
;~ 党 1 


(ws 一 yt) f(x, — £4) = 0.3797, 
Wy Ng 

那么 ,我 们 得 到 方程 组 
K, + 0.5K, 一 1.7313, 
0.2878K, + K, 十 0.2122K, 一 1.0311, 
0.2281K, + K;, + 0.2718K, = 0.8682, (T) 
0.2111K, + K, + 0.2889K, = 1.0935, 
0.5K, + Ks 一 1.1391, 
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将 第 二 个 方程 减 去 第 一 个 方程 乘 以 0.2877, 得 到 
0.8562K, 十 0.2123K; = 0.5328， 
两 边 再 除 以 0.8562 得 到 
K, 十 0.2479K, 一 0.6222 : 
再 将 这 个 方程 和 上 述 方程 组 (I) 中 的 第 三 个 方程 消去 K;, 得 到 只 
含有 天, K, 的 方程 
Ks + 0.2881K, = 0.7697; 


同样 再 将 该 方程 和 上 述 方程 组 (1) 中 的 第 四 个 方程 消去 K,, 得 到 
只 含 天 天， 的 方程 
K 十 0.3076K,; 一 0.9912. 


这 样 ,我 们 得 到 和 (I) 完全 等 价 的 方程 组 
K, + 0.5K, = 1.7313, 
K; + 0.2479K, = 0.6222, 
K, + 0.2881K, 一 0.7697, (IT 
K, 十 0.3076K; = 0.9912 ， 
0.5K, + K; = 1.1391. 


我 们 从 方程 组 (HI) 的 最 后 两 个 方程 可 解 得 K,, K;， 将 天 代 回 
第 三 个 方程 可 得 到 K;， 将 KK， 代 回 到 第 二 个 方程 得 到 K;、 最 后 
将 天 : 代 回 到 第 一 个 方程 得 到 KK,， 结 果 如 下 : 
K, = 1.4887, K,; 一 0.4855, K,;, 一 0.5518 ， 
Ks 一 0.7574, Ks; = 0.7604., 
现在 ,我们 把 这 个 具体 例子 的 解法 推广 到 一 般 的 方程 组 
(3.17) 去 ， 以 后 称 (3.17) 为 方程 组 (1)。 它 有 这 样 的 特点 ， 第 一 
个 方程 只 含有 未 知 量 K, 和 K;， 而 且 第 i 个 方程 只 含有 Ki.,， 
kK; 和 天 + (i=2, 2 一 1)， 第 = 个 方程 只 含有 天 。-， 和 
Kk,, 
从 前 两 个 方程 可 以 消去 KK,， 得 到 一 个 只 含有 K,，Ks 的 方 
程 ,又 从 它 和 第 三 个 方程 消去 K,， 得 到 一 个 只 含有 KK;，K， 的 方 
程 ,…, 最 后 我 们 得 到 方程 组 
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K, 十 0.5Kk, A 


ee9eeeeesseeeseeeseaeaseeeeeeeeseaeeaeses en enon (II) 
Ki 9 ne) a 


0.5K,., + K, -3( WX 一 a A — Xx-1)s 
其 中 的 d1;, d2，(i = 2,.……, # 一 1) 为 两 组 待定 常数 ， 
方程 组 (11) 的 最 后 两 个 方程 只 含有 K,- 和 KK,。 从 此 便 可 
得 出 KK, 和 kK, 并 逐次 地 解 出 Ks °°, Ki. 实际 上 ， 


6 (wx Ye 和 2 os d2r-1(xn Xs-1) 
kK, Xn ~ Xni 


(2 — dls) (xs 一 Xn-1) 
Kj; 到 d2; 一 他] 天 ii 1 71 一 1 2, 1, 


这 里 已 令 


， (3.18) 


dl, = 0.5, 
d2i = 3 (= SS sx) (x Se Xx1)。 
莘 下 的 问题 是 如 何 确定 (1) 中 的 两 组 常数 dl; 和 4d2; (i 一 2， 
…, 1 一 1). 将 (II) 的 第 (i 一 1) 个 方程 和 (1) 的 第 i 个 方 
程 联 立 起 来 , 便 成 为 
Ki-i + dlj_K; = d2;_1s 
PR + K;++ (= a a Ki = 3CF2,, 


从 此 消去 Ki;-,， 得 到 

0.50 gp, ~ 3CF2 — bid2in 
a 了 十 1 天 一 一 一 -一 一 一 9 
1 — bidlj_ 1 — bidli. 
所 以 有 计算 dl; 和 4d2; 的 递 推 公式 
dl, 一 0.5， 


ld2， 3 人 = sx)/ Ce Xi1)s 


ta ~ XL 


天 ; 十 
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A 


0.5 — &b; (3.19) 
1 — bidl;a” 
2 2 SFL bd 
i bd ? 
综 上 所 述 , 为 求解 (3.17), 首 先 从 (3.19) 求 出 两 组 辅助 量 al; 
和 d2; (i 一 1,2,.…*, 7n 一 1), 再 从 (3.18) 求 出 所 有 型 值 点 上 的 
两 阶 导数 值 Ki (i 一 1,2,……, 7). 
对 方程 组 (3.16) 也 可 同样 求解 ， 所 导出 的 式 子 和 《3.18)， 
(3.19) 的 区 别 只 在 于 dl = 4d2, 一 K, = 0. 
从 方程 组 (TD) 化 到 方程 组 QI) 称 为 “ 追 ” 的 过 程 ; 从 方程 组 
(ID 解 出 K,, K;,*…+,K, 叫做 “ 赶 ”? 的 过 程 。 这 样 的 解法 称 为 “ 追 
赶 法 ”. 
从 方程 组 (I) 化 到 方程 组 〈ID ， 必 须 有 (3.19) 以 求 41; 和 
4d2 1 一 1 1 一 1。 为 了 说 明 d1l; 和 42; 总 是 有 意义 的 , 必 
须 有 


al, 


一 2，… 10 一】 


1 一 0401- 0; 
又 为 了 从 (3.18) 能 够 解 出 Ki, kK,, Kiss 必须 有 


2 本 六 1 天 0 
下 面 证 明 这 两 个 式 子 成 立 . 
由 假设 < 立 和 :二 x 立即 得 到 
0 
2(xit 一 YI 一 1 
如 果 
0 < dl;_) < 15 
闭 么 
Bl ee 
:+ bd ly 1 一 03X1 
且 
en 
ne 1 
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0<dli<1。 
-| 1 -> - CF -> 一 | 2—>i 
| | 


A i | ->b 
2Cxi4— Xi) 
XiAI1 一 Xi-1 


=»>CF2; 


0.5—>dl, 
一 Xi 


2 


0.5 — &, 
1 一 bid li-s 
3CF2i1— bid?i-1=»d2, 

] 一 bidli-i 


==>d1, 


d2, 一 Zi 天 一 > 大， 


| | 0 | 
个 


结束 < 一 一 -| : 志 1 ) 
是 (< 否 
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根据 dl, 一 0.5 和 数学 归纳 法 可 以 知道 : 对 于 所 有 :一 2，……， 
2 一 1 必 有 
0 一 dl 一 1 
从 这 个 不 等 式 立 即 得 到 
02 天 1 一 bd < 一 1 一 2 10 一 | 
和 


1<2 一 l1 <2， 
这 襄 明 了 样 条 方程 (3.17) 总 可 以 用 “追赶 法 ”求解 。 因而 也 说 明了 
方程 组 (I) 对 于 任何 x 过 过 x 和 YY Yn SY, 
wx 总 有 唯一 解 。 对 (3.16) 也 可 用 类 似 方法 证 明 解 的 存在 性 。 
我 们 可 以 用 上 页 的 一 个 框图 表示 (3.17) 的 求解 过 程 ， 
计算 实例 ” 某 海 轮 上 一 条 肋骨 线 型 值 为 


x |8.125 8.4 9 9.485 9.6 9.959 | 10.166 | 10.2 


| 


y |] 0.0774 2.177 


边界 条 件 为 


sx 一 0.01087， wx 一 100. 
对 这 些 数据 ,利用 方程 (3.17)* 可 以 求 出 各 点 的 二 阶 导数 7 和 
曲率 KK, 结果 如 下 : 


y |10.300 |0.895 |—0.517 | 5.637 | 一 42.069| 116.494| 一 519.809| $000 


ee oo 


K 10.300 | 0.855 1—0.459 | 0.923 | 一 27.747| 0.055|~0.021 | 0.008 


从 计算 结果 可 以 看 到 曲率 时 大 时 小 , 跳跃 很 小 。 但 如 采 我 们 
将 坐标 系 向 逆 时 针 旋 转 45” 以 后 ， 利 用 同样 的 型 值 点 和 边 界 条 件 
在 新 的 坐标 系 下 的 值 可 以 求 得 : 


0.819 | 1.299 


0.455 | 0.459 


>y” |1.344 10.863 | 0.562 | 0.443 | C0.489 | 0.522 


ee | | | — 


K 10.491 (0.444 | 0.471 | 0.440 | 0.489 | 0.455 


s+ ]187 +» 


显然 可 见 ,后 者 的 曲率 变化 比 前 者 来 得 均匀 ,用 造船 工艺 方面 
的 话 来 说 ,后 一 条 曲线 比 前 一 条 曲线 来 得 光 顺 ”. 

从 这 个 具体 例子 可 以 看 到 对 同样 的 型 值 点 在 不 涪 的 坐标 系 下 
所 作出 的 样 条 曲线 是 不 一 样 的 。 所 以 ， 当 我 们 具体 运用 样 条 氢 合 
时 ,必须 考虑 适当 的 坐标 系 选取 问题 ,用 以 消除 拟 合 曲 线 的 多 余波 
动 。 一 般 地 说 ,我 们 总 是 这 样 选取 坐标 系 ,使 得 在 这 个 坐标 系 中 拟 
合 曲 线 的 切线 斜率 的 绝对 值 小 于 1 .我 们 称 这 个 要 求 为 “小 挠 度 ”. 

如 果 我 们 需要 插 信 ,可 利用 (3.10) 进 行 计算 .比如 , 在 上 述 的 
例子 中 ,可 以 算出 拟 合 曲 线 上 的 一 些 点 : 


如 何 利用 数控 切割 机 切割 样 条 曲线 ， 对 于 一 些 能 够 切割 三 次 
曲线 的 切割 机 来 说 ,只 要 给 出 首 端的 一 阶 导数 、 二 阶 导数 以 及 各 分 
毁 的 三 阶 导数 ， 机 器 就 能 自行 切割 出 一 条 切线 斜率 和 曲率 是 连续 
的 分 侦 三 次 曲线 来 。 问 题 是 如 何 计算 这 些 量 . 

首先 从 型 值 点 和 边界 条 件 利用 方程 (3.17) 求 出 各 型 值 点 上 的 
二 阶 导数 ,进一步 再 求 各 个 分 段 的 三 阶 导数 ， 

我 们 考察 第 i 有 曲线 P(x). 


从 (3.9) 
p(x) = Ki + Cit Ei (x — x,) 
ps 
立即 得 到 
NL) toni le 0 Te PE 4 7 


Yi 一 Xi 
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这 就 是 第 分 段 上 三 阶 导数 的 表达 式 。 所 以 , 用 数控 切割 机 切割 
样 条 曲线 的 关键 是 求解 样 条 方程 。 

参数 样 条 拟 合 ”对 一 条 曲线 ,在 很 多 情况 下 ,参数 表示 往往 更 
为 方便 .将 曲线 的 参数 表示 和 样 条 拟 合 结合 起 来 ,就 得 到 所 谓 “ 参 
数 样 条 拟 合 ”, 它 是 曲线 拟 合 中 一 种 很 有 效 的 方法 . 


如 图 6-9 所 示 , 在 平面 上 给 出 ” 个 型 值 点 Pi(xi, 9y;) (i = 1， 
?2，.-…，n)， 把 相 邻 两 个 型 值 点 连结 起 来 可 以 得 到 弦 长 
PP (一 2，.….，7)， 
令 


xl cn 0, 
2 
5 称 为 累加 纺 长 。 
可 对 x*,y》 分 别 关 于 s 作 出 样 条 拟 合 ， 即 对 (5, zx;)，(s5;, 9;) 
分 别 求 出 三 次 样 条 静 数 x = x(s) 和 yy == y(s), 便 得 到 三 次 参数 
样 条 了 曲线 
x = x(s), 
{ ss (3.22) 
* 称 为 累加 弦 长 参数 。 大 量 计 算 结果 表明 ， 这 个 :非常 接近 于 弧 
长 参数 ,但 是 , 除 直线 以 外 ,并 不 存在 这 样 的 曲线 ,使 x 和 ?> 都 成 为 
弧 长 的 三 次 样 条 函数 《 苏 步 青 关于 三 次 参数 样 条 曲线 的 一 些 注 
记 , 应 用 数学 学 报 , 1976, 1). 
参数 样 条 拟 合 的 好 处 就 在 于 ; ” 氢 合 曲线 和 坐标 系 的 选取 无 
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关 ,并 且 很 容易 推广 到 空间 曲线 的 拟 合 ， 
在 上 面 提 到 的 某 海轮 肋骨 线 计算 实例 中 ， 如 果 用 参数 样 条 拟 
合 ,那么 得 到 的 结果 如 下 : 
K 0.500 0.469 0.496 0.449 0.497 0.479 0.481 0.473 


内 插 结 果 为 : 


计算 结果 和 原型 值 作 45° 坐标 转换 后 的 非 参数 样 条 拟 合 非常 接 
近 。 因 此 ,在 样 条 拟 合 中 如 果 找 不 到 小 拨 度 坐标 系 ,往往 采用 参数 
样 条 拟 合 ,就 可 以 得 到 较 好 的 结果 。 


$4. 最 小 二 乘法 


根据 已 知 数据 找 一 条 拟 合 曲线 。 一 般 有 两 种 情况 ， 一 是 实测 
数据 已 经 足够 精确 ,因而 要 求 拟 合 曲 线 严 格 通 过 各 型 值 点 ; 另 一 是 
实测 数据 基本 上 是 正确 的 ,但 也 有 少量 误差 ,需要 根据 数据 的 大 致 
趋势 作 一 些 修 改 ,或 者 在 误差 允许 的 范围 内 使 拟 合 曲线 比较 简单 ， 
这 就 允许 拟 合 曲线 和 事先 给 定 的 型 值 点 有 少量 偏离 。 前 面 几 节 介 
绍 的 都 属于 解决 前 一 类 问题 的 有 关 方法 ， 本 节 讨 论 的 最 小 二 乘法 
则 是 后 一 类 问题 中 最 简单 最 常用 的 方法 . 

在 介绍 最 小 二 乘法 之 前 ， 我 们 先 回 忆 一 下 数学 分 析 中 求 二 元 
商 数 极 值 的 方法 。 设 Po(xzo， yo) 是 Kx y) 的 极 值 点 。 如 果 
有 x, y) 在 P。 点 有 偏 导 数 , 则 Po(xo。, yo) 一 定 是 方程 组 
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f(x, 7) 一 0， 
(4.1 ) 


的 解 ， 当然 ,4.1) 的 解 未 必 一 定 是 极 值 点 。 
对 于 一 般 多 元 函数 也 有 相应 的 结果 . 设 
5 = f(x1, xz xn)， 
它 的 极 值 点 是 方程 组 
ot, (4.2) 


z= 十 
的 极 值 点 . 
根据 极 值 的 必要 条 件 (4.1), 极 值 点 满足 方程 组 


我 们 立即 得 到 它 的 解 《0，0)。 因 为 函数 不 小 于 零 , 而 (0,0) 


2 


6-10 
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这 点 的 函数 值 是 零 ， 它 确 是 极 小 值 。 图 6-10 示意 了 函数 z 一 
x 十 六 所 表示 的 曲面 。 它 在 (0, 0) 达到 极 小 , 且 和 Oxy 坐标 平 
面相 切 。 一 般 地 , 求 二 元 函数 极 值 点 的 问题 ,在 几何 上 相当 于 求 曲 
面 的 水 平 切面 的 切 点 。 

最 小 二 乘法 ”如 果 要 加 工 一 根 型 值 如 下 的 大 肋骨 《船体 的 一 
种 横向 构件 ), 用 三 次 样 条 拟 合 后 得 到 各 型 值 点 上 的 曲率 也 写 在 下 


x 8.044 | 9.364 | 9.963 | 10.374 | 10.728 | 10.852 | 10.904 | 10.940 


y 0.2 0.5 2 3 4 - 5 


kK 0.1906 | 0.2795 | 0.7830 | 0.3937 0.2114| 0.0600| 0.0068 | 0.0115 


10.965 


10.979 | 10.988 { 10.993 | 10.996 


Ec 


0.0015 | 0.0010 


上 表 中 第 一 行为 * 坐标 ,第 二 行为 > 坐标 ,第 三 行 K 表 示 各 点 的 曲 
率 ， 

从 曲率 的 数值 可 以 看 出 这 条 曲线 开始 弯曲 比较 大 ， 后 来 弯曲 
很 小 ,几乎 是 直线 。 因 此 , 为 了 加 工 方便 , 往往 将 近乎 直线 的 部 分 
处 理 成 直线 ， 

于 是 ,我 们 要 以 如 下 型 值 


为 依据 , 作 直 线 工 


rx- Ry+ 6b 
使 这 些 型 值 和 直线 工 最 接近 ， 
如 图 6-11 所 示 , 如 果 (x,, 》) 在 直线 上 ,有 x 一 ,十 8， 
即 x 一 ky 一 5 一 0， 这 时 直线 工 和 不 曲线 在 (x:，)) 点 是 一 致 
的 。 如 果 (xi，y) 不 在 直线 LL 上， 那么 se: 一 xi 一 人 一 2 天 0， 
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它 表 示 型 值 (*，》”) 和 直线 工 的 偏差 。 同 样 ， 我 们 可 以 得 到 第 2 
点 的 偏差 8;,-…， 第 5 点 的 偏差 s。 我 们 以 各 点 偏差 的 平方 和 
表示 总 偏差 , 记 为 6, 即 

E ~ De Se 


i 1 过 一 了 

是 & 和 的 二 元 郑 数 sg(，2)， 我 们 应 该 这 样 确定 & 和 8， 使 总 
偏差 e(4，2) 达到 最 小 值 。 这 种 根据 最 小 偏差 平方 和 来 确定 系 
数 的 方法 叫做 最 小 二 乘法 . 

应 当 指 出 ,不 能 简单 地 取 偏 差 的 代数 和 作为 总 偏差 , 否则 , 可 
能 因 偏 差 有 正 有 人 负 相 互 抵消 而 使 总 偏差 最 小 ， 却 不 能 保证 每 个 偏 
差 都 很 小 . 

我 们 将 决定 直线 工 的 & 和 2 使 总 偏差 6 达到 最 小 。 实 际 上 ， 
极 值 的 必要 条 件 给 出 : 


Og - 
2 2 : (xi 0 ky 对 b)y: 
7 


5 5 5 
-2(— Dy th D+ Dy») 0, 
一 1 


ti 二] 一 1 


os 
2 一 2 (Cr 一 人 如一 
这 > ky; — 6) 


x=Ry+b 


fxliy yl) 
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5 5 
-2(- SthD y+) 0. 
inl [| 


因此 ,我 们 得 到 所 谓 “ 正 规 方程 ”: 
(> 7 义 十 (> y) b= 3 Xiyis 
1 i=1 1 (4.3) 


5 5 
(> yt 十 350 亚 > Xi. 
t=l1 i=1 
它 有 唯一 解 . 为 了 证 明 这 -点 ,首先 证 明 著 名 的 柯 西 不 等 式 


(> co < (> 中 (> 呈 )， 


其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 4， 使 六 一 一 hux， 对 于 
mm 工 ，2 学 均 成 立 ， 
考 感 


Y， Gi 十 hx 一 D+ 
[| zt 一 1 


24 bp3 Xi 十 和 Y， x?, 


i=il t=1 


由 于 等 式 的 左 端 不 小 于 零 ， 所 以 右 端 的 二 次 三 项 式 的 判别 式 小 于 
或 等 于 零 , 即 
“7 4 (Fa (DN <o. 
‘(放下 放 二 (记功 < 
因此 得 到 柯 西 不 等 式 。 
上 述 各 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
5 (7; + Ar:) = 0. 
t=!1 
因此 必须 存在 使 
Yi = —— hori, 
对 于 f= 1], 2,..., 7 均 成 并 . 
当 n5, rr 一 好 亚 1 时 ,上 面 的 不 等 式 变 为 
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5 


5 
(> 人 5 ~» 3 
i=1 


i 二 1 


而 在 实际 数据 中 ,所 有 y; 不 全 相等 ,所 以 有 


i=1 i 二 1 
因此 (4.3) 的 解 为 
5 5 
3 > 一 (人 可 (站 
一 1 =1 7 一 1 一 1 
站 (4.4) 
5 5 5 5 
(>) )( 办 ) ee 3 y (> Yiys 
A i=1 i=1 i=1 
A 9 
其 中 
2 
-5 D7 (D2). 
i=1 | 
根据 上 述 型 值 , 列 成 一 个 计算 表 
2 1 2 3 4 5 > 
i 10.988 | 10.993 | 10.996 | 10.998 11 54.975 
yi 8 9 10 11 | 12 50 
i $7.904 | 98.937 | 109.96 | 120.978 | 132 549.779 
614 81 100 | 121 144 510 
由 (4.4) 算 得 
= 0.0029， 
b = 10.966. 
因此 ,所 求 和 的 直线 为 
r 一 0.0029y + 10.966, (4.5) 
各 点 的 偏差 值 为 
8 一 一 0.0012， gE; 一 0.0009， 8 一 0.001， 


84 一 0.0001， 8 一 一 0.0008 ， 


有 时 必须 固定 肋骨 线 的 尾 端 , 夫 此 对 直线 工 必须 加 上 约束 条 
件 : 
Xs == Rys + 2 
以 x 呈 11，y; 一 12 代 人 , 便 得 到 
12K8 be 11, 
和 这样, 直线 方程 只 含有 一 个 参数 人 
x= kly— 12)+ 11., 
对 这 个 & 也 可 以 用 同样 方法 来 确定 。 此 时 总 偏差 为 
Bb = 3 La RCY; = 12) = 11], 


t=1 
欲 使 。 为 最 小 ,必须 有 
de 


a 


dx 


即 
雹 

2 Ax yi — 12) — 111]; — 12)} = 0., 
mm1 


解 得 
4 4 4 
i [> (2) 1 之 (六 二 2)|/ > (y; — 12)’, 
im1 i =] im1 ed 
以 具体 数据 代 人 ,得 到 计算 表 z 
i 1 2 和 4 > 
Xs 10.988 10.993 10.996 10.998 43.975 
yj 一 12 一 4 一 3 一 ?人 一 】 一 10 
xiyi 一 12)| 一 43.952 一 32.979 一 21.992 一 10.998 一 109.921 
yl 1 | 9 | 1 13 
从 (4.6) 得 到 
= 0.0026, 
所 求 直线 为 


x = 0.0026(y 一 12) 十 11, 
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eg 一 一 0.0016， se; 一 0.0008， 
6; 一 0.0012 ， 6 = 0.0006. 
上 面 所 求 的 两 条 直线 ， 因 为 各 点 偏差 的 绝对 值 都 不 超过 
0.002, 所 以 完全 属于 工艺 允许 的 范围 。 


$5. 基 样 条 法 


半 面 上 任 一 向 量 p(x, y) 可 被 表示 为 两 个 基 向 量 区 1，0) 和 

所 0，1) 的 线性 组 合 : 
p= xi++ yj. 
空间 中 的 任 一 向 量 p(x,，y，、z) 可 被 表示 成 三 个 基 向 量 i(1 ,0， 
0)，0, 1,0) 和 (0, 0, 1) 的 线性 组 合 : 
p=xi+ y+ zk, 

平面 上 的 全 体 向 量 构 成 一 个 二 维 线 性 空间 ? R*。 普 通 空 间 的 
全 体 向 量 构 成 一 个 三 维 线性 空间 R;， 

三 次 样 条 曲线 也 有 类 似 的 性 质 ， 以 x GG=1,2,..., 1， 
看 过 之 x1) 为 节点 的 任何 一 条 三 次 样 条 曲线 , 可 以 被 表 
不 为 7 十 2 条 特殊 的 三 次 样 条 曲线 的 线性 组 合 . 以 为 节点 的 三 
次 样 条 曲线 的 全 体 构 成 # 十 2 维 线 性 空间 , 记 为 

S(x; x1s Xi ** * s Xn), 

这 里 所 说 的 7 十 2 条 特殊 的 三 次 样 条 曲线 , 称 为 基 样 条 。 用 基 样 
条 来 表示 样 条 曲线 的 方法 称 为 基 样 条 法 ， 

定理 以 xi 1,2, 下调 芝 如 达 < 各) 为 节点 
的 三 次 样 条 曲线 全 体 S(x; zy zx) 构成 4 十 2 维 线 性 空 
间 。 

证 明 方程 (3.17) 在 任何 型 值 和 首尾 两 端 斜 率 给 定之 后 有 了 唯 
一 解 。 从 (3.10) 得 知 , 对 于 任何 7 十 2 维 向 量 

1) 线性 空间 (或 向 量 空间 ) 的 定义 ,可 参阅 有 关 的 代数 书籍 ， 如 北京 大 学 数学 力学 
系 编 < 高 等 代数 >, 人 民 教 育 出 版 社 。 
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(7，7，………，y， St, WX), 
必 存 在 唯一 的 三 次 样 条 曲线 p(x) € SC(x; x), x;，'**, xa)(€ 表示 
属于 的 意思 ) ,使 

Px1) 一 Yi, PK2) = Ys Pxn) yn pK) = sx, 

Pp xs) 一 wx, 

反之 ， 任何 q(x) € Sx, xi XI xn) 必 对 应 于 唯一 的 
7 十 2 维 向 量 (9 7 Yr st wx): 

yi Px) Yr px), ys pxn), 
sx px), wx = p' (xn). 

这 样 ， 我 们 就 在 S(x; xy x;,"…,xo) 和 > 十 2 维 线性 空间 
R"*” 之 间 建 立 了 一 一 对 应 。 我 们 将 进一步 证 明 ; 这 个 对 应 保持 
线性 关系 不 变 。 

设 〈》 7 …，ys， sz，wxz) 对 应 于 p(x), 它 的 第 i 分 段 曲 
线 为 Pi(xz)， 各 点 二 阶 导数 为 Ki; (于 ,各 ,76 35x Wz) 对 
应 于 p(x)， 它 的 第 ; 分 段 曲线 为 P(x)， 各 点 二 阶 导 数 为 天 i。 
(Ayi+ BY, Ay; + By *, AyYs + BY, Asr + Bsx, Awx 十 
Bwx) 对 应 于 4(x)， 其 中 4, B 是 两 个 任意 常数 。 我 们 要 证 明 

Px) = Aplx) 十 也 万 (*)。 
容易 验证 ，4K 十 BK; 是 以 
Ayi + By, A + BY, -**, Ays 十 BY, 
为 型 值 而 且 以 Asx 十 Bsx 和 Awzx 十 Bwx 为 首尾 两 端 和 斜率 的 样 
条 方程 (3.17) 的 解 . 
从 (3.10) 知 道 ， w(x) 第 i 分 段 的 三 次 曲线 为 
Ay; 十 B5; 十 Ayirs + Yt (Ay; 十 By;) (x — x;) 


1 
“hr 6 (x Ss Xi) (x 和 Xi+1) 


AKiiri 十 BK,,, (AK.; + BK,) 


一 YX 


x (ax; 十 BK 十 
x (x—x,) | + (AK;+ BK) + (AKin + BK.)| 
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= AP,(x) + BP,(x). 
上 式 对 i 一 1, 2,.…, n 一 1 均 成 立 ,所 以 得 到 
px) = Aplx) + B(x). 

证 毕 . 

对 R"+? 可 取 z 十 2 个 基 向 量 

(1, 0，.….， 0), (0, 1, 0,..:，, 0),..*.,(0, 0,..., 0, 1), 
它们 所 对 应 的 > 十 2 个 基 样 条 wu(*)，9piGx)，…，9nrt(x) 满足 
下 列 关 系 ; 
1, i= 7， 
0，i:s 关 j， 
Pilx1) 一 0， p(xr) 一 0， 
9po(z) = 0, polxi) 一 1，po(xz) 一 0， 
Prti(Xi) = 0, pan(ti) = 0, par(xn) 一 1， 
fj= 1,2,...,1, 


这 样 ， plx) < SCx j oR 可 被 表示 为 


PK) = srqol#) + wrparlz) 十 > yiqi(x), (5.2) 


PiAXi) 一 55 一 | 


$ 6. 样 条 拟 合 中 光 顺 边界 条 件 的 确定 


从 第 三 节 知 道 , 要 唯一 地 确定 一 条 样 条 曲线 ,除了 已 知 型 值 点 
外 ,还 必须 给 出 边 春 条 件 . 但 有 些 实际 问题 中 ,我们 既 不 知道 首 属 
两 端的 斜率 ,也 不 能 假定 它 是 自然 样 条 、 这 时 只 有 (zw 一 2) 个 方 
程 : : ; 
bKi 十 天, 十 (二 四 全 K, = 3CF2,, 
2 . 


1 
b,K, 十 天 3 十 全 se 全 K, 3CF2,, 


bn_iKn-? 昌 Ka 本 所 下 Ba- ) kK, es 了 CA 
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而 未 知 数 却 有 2” 个 。 为 了 唯一 地 确定 这 = 个 未 知 数 Ki,，K,,*……， 
K,、 还 必须 给 出 另外 的 条 件 ,这 就 是 所 谓 光 顺 竹 ” 条 件 ， 

光 顺 性 的 数学 描述 “ 光 顺 "是 放样 工艺 上 的 术语 。 工 人 师傅 
在 放样 时 ,将 离散 的 型 值 点 连 成 曲线 ,主要 是 运用 样 条 和 压 铁 这 两 
样 工具 ,由 压 铁 来 控制 样 条 的 弯曲 走向 , 如 图 6-12 所 示 。 为 了 检 
验 所 画 的 曲线 是 否 光 顺 ,往往 将 压 铁 逐 个 放松 (首尾 两 端的 压 铁 一 
般 不 动 ) 去 检查 曲线 回 弹 量 的 大 小 ; 回 弹 量 大 的 不 如 回 弹 量 小 的 来 
得 光 顺 。 回 弹 量 大 就 说 明 原 来 样 条 的 弯曲 走向 是 由 压 铁 “ 硬 紧 ” 压 
牢 的 结果 ,因此 曲线 比较 “ 强 ”。 相反 , 回 弹 量 小 就 是 压 铁 上 吃力 较 
小 , 曲线 较 光 顺 。 我 们 不 闹 把 样 条 在 压 铁 压 定时 所 形成 的 曲线 看 
作为 材料 力学 中 的 细 梁 受 集中 载荷 时 的 弹性 曲线 ， 回 弹 景 小 就 看 
作为 集中 载荷 小 , 或 者 剪 切 为 变化 小 。 根据 材料 力学 对 小 挠 度 梁 
的 分 析 得 到 下 列 方 程 ; 

大 1 
》 (x) 一 7 M (x), 


M'(%) 一 N(x), 
如 图 6-13 所 示 , 其 中 y(x) 表示 梁 守 曲 后 的 弹性 曲线 ，M (x) 是 


车 6-13 
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弯 矩 ，N(z*) 是 剪 切 力 , ! 是 几何 惯性 矩 , 己 是 杨 氏 模 量 。 从 上 列 
方程 立即 得 到 
N(x) = Ely'” (x)., 

样 条 曲线 是 分 段 三 次 的 曲线 ， 它 的 三 阶 导数 在 中 间 的 # 一 2 

个 型 值 点 处 是 册 跃 的 ， 欲 使 剪 切 力 变化 最 小 ， 就 可 使 这 些 胱 跃 值 
n—1 

的 平方 和 之 (tn 一 妆 <o》 最 小 其 中 六 表示 第 i 一 1 段 曲 
线 在 x; 点 的 三 阶 导数 值 ，y;4， 表 示 第 i 自 曲 线 在 同一 x; 点 的 三 
阶 导 数值 ， 从 (3.20) 得 到 

> C0 es > (二 KR) , 


7 王 2 Xi 一 Xs Xi Kil 
因此 ,问题 归结 为 
biK;_ ;+ 大 ;+ (= 一 b) Ki = 3CF2, f= 2,:'.,H— 1,， 


n—1 


， ee aaa & 2 
S 一 > (人 一 总 Et 一 极 小 ， (6.1) 
(人 1 Kit1 一 Xr Xi-l 


解法 ”为 了 求解 (6.1)， 我 们 先 取 三 个 特殊 的 三 次 样 条 曲线 . 
其 中 两 条 就 是 上 节 所 说 的 基 样 条 poGx) 和 Port(s)，。 从 【3.17) 
求 出 这 两 个 基 样 条 在 型 值 点 上 的 二 阶 导 数值 ， 分 别 记 作 cl; 和 
c2， 1 一 1，2,……，72。 另 外 ,我 们 取 g(x) 使 满足 
br) = 0, Vx) = 0, 
Px) = yj f= 1,2,..., 1, 
显然 有 


g(x) 一 yiqpi (x). (6.2) 


同样 从 (3.17) 解 得 (x) 在 型 值 点 上 的 二 阶 导 数值 c0;, i 一 1,2， 
… ,4。 由 (5.2) 和 (6.2) 得 知 , 凡 通 过 《x;, y:) 这 # 个 型 值 点 的 任 
何 一 条 样 条 曲线 都 可 被 表示 为 

PF) = sxp x) 十 wrxpntilt) + P(x), 


对 它 的 两 边 求 导 防 多 ,但 到 


P(x) = srpo x) + wrqpatil*) 十 几 (x), 

以 x 一 x; 代 人 ,并 考虑 到 

Poxi) = cli, pati) = c2i, 

pr) = cc0, pti) 一天， 
我 们 有 

K; = sxcl; + wrc2; + c0;, t=1,2,...,#, (6.3) 

其 中 c0;，c1l;:，c2; 都 是 已 知 的 。 为 确定 K;， 还 必须 求 出 sz 和 
WX: 


将 (6.3) 代 人 (6.1) 中 的 第 二 式 , 经 整理 得 到 


%—1 
S 一 > (ad0; + sxdl; + wrd2,), 
im2 
其 中 
2Z0， a c0;+1 — C0; ee c0; 人 co 
Xi 一 Xs Xi Xil 
cljir Ne cl]; cl; clis 
dm mm (6 
2, 一 Cina C2 Ci cdi 
Titl ~ wi Xi Xi! 
为 使 S 达到 极 小 ,必须 有 : 
%—1 | 
05_ mm 2 六 (d0; 十 xdl + wxd2)d1 一 0， 
Bsx fm2 


as 3s—1 | 
i 2 a0; 十 al; 十 ad2; ad2; = (, 
2 之 ( Sx wxd2i) 


于 是 得 到 关于 sx 和 wx 的 线性 方程 组 
人 + dl2wx = — 9d10, 


dl2sx + d22wx = — d20, 
其 中 : 


n—1 #1 给 一 了 
dll = Ddl}, dl2 = ,dlid2;, d22 = >)023， 
fm 2 ismw2 is2 
芝 一 1 ”1 . 
dl0 = DO dlid0:, d20 一 >, d2id0,. 
《和 im3 
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最 后 得 到 
_ 412420 一 d10422 
dl1d22 一 2122“ 


d12d10 一 d11420 
“1422 一 dl2 

这 就 是 我 们 根据 光 嘻 性 条 件 所 确定 的 首 屁 两 端的 斜率 . 将 (6.5) 代 
人 (6.3) 就 得 到 (6.1) 的 解 . 

在 有 些 实际 问题 中 ,如 果 已 知 一 端的 斜率 ,那么 另 一 端的 斜率 
可 用 类 似 的 方法 来 解决 。 下 面 只 列 出 有 关 的 结果 , 具体 的 推导 留 
给 读者 作为 练习 . 

如 果 已 知 首 端 斜率 s+, 那么， 利用 光 顺 性 条 件 可 确定 其 尾 端 
斜率 


(6.5) 


X= -一 sxdl2 + ad20 (6.6) 
4d22 


将 (6.6) 代 人 (6.3) 吕 得 到 所 要 求 的 解 . 

如 果 已 知 尾 端 斜率 wx, 同 样 利 用 光 顺 性 条 件 可 求 出 它 的 首 端 
斜率 
wrxradl2 十 di0 
(6.7) 
将 (6.7) 代 人 (5.3) 就 得 到 问题 的 解 . 

解 的 存在 性 最 后 , 剩 下 的 问题 是 说 明 (6.5),(6.6) 和 (6.7) 是 
有 意义 的 , 即 证 明 


Ss 


dll 0, 4d22 0, 


和 
d114d22 一 d12: #0, 
为 此 ,我 们 先 证 明 
引 理 对 给 定 的 Ti 和 任何 y,， ys* yp 

如 果 有 

yn nl yn- Yn A ee 

Xn nl Tn-i ~ Xn +2 和 | 
则 
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其 中 a 和 “是 两 个 确定 的 常数 ， 
实际 上 , 引 理 的 几何 意义 是 : 如 果 给 出 = 个 型 值 点 ,过 每 相 邻 
两 点 可 作 一 条 直线 ,所 有 这 些 直线 的 斜率 相等 ,那么 这 ”个 型 值 瓜 
必定 在 一 条 公共 直线 上 ， 
证 明 对 任何 7 一 2，……，z， ~ 
yi Vi 
和 1i Xi 


= 4, > 
则 
yi = (Fi CO— i) yi TO) 十 
“= A(x — Kt) TT a(x — xia) + 
+ a(x — Ht) TY dri — dar + Yi, 
又 令 包 一 ax 一 5， 便 有 
Yi axi tb, fl, 2,..., 1, 
定理 1 当 ” 之 3 时 , 基 样 条 go(x) 和 it(x) 的 剪 切 力 变 
化 均 不 可 能 是 零 . 
证 明 从 (6.1) 知 道 ，polw) 的 剪 切 力 变化 为 


3—1 


celinel; Re -AY 

Ss ( es 0 
其 中 cl; (i 一 1, 2,*…:，n) 为 qol%) 在 各 型 信 点 上 的 二 阶 导数 
值 . z 

倘若 S 一 0， 则 
cljn— rl; clr i=2, .nC—1, 

Xitl Xi Xi Xi 
由 引 理 可 得 


cl mm ax; 6, 
然而 qol%) 满足 样 条 方程 
cl, 十 py cl 一 一 3/(z — x), 
1 3 
bicl;_ + cli+ (二 一 6 ) clin ~ 0, 1 = 2, "一 
人 
2 
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以 c1 的 表达 式 代 人 立即 可 得 
(2x 十 2)C 十 30 一 一 6/(z; 一 如 )， 
(xi 十 了 十 2 十 30 一 0 一 2 12 一 1， 
(zx 十 2x)ea 十 0 一 0. 
从 中 闻 任 何 一 个 方程 和 最 后 一 个 方程 必须 有 
4 一 0 一 0， 
而 与 第 一 式 矛 盾 , 所 以 Si 羡 0, 
对 pkx) 可 以 同样 地 证 明 。 定理 1 正 是 说 明了 dll 0 
和 422 0, 
定理 2 当 ”>> 3 时 , 基 样 条 polx) 和 qnii(x) 在 各 型 值 点 
处 的 前 切 力 变化 不 可 能 成 比例 , 即 不 存在 和， 使 
dl, = hd2;, 2 一 2，… 1 一 1 
证 明 如 有 4 使 
dl = 1d2,, 1==2， 7 一 1 ， 
则 
cliun~ cli_ cli cli 
Xiti™ Xi Xi Xi 
1122 一 5 Ci CYins 
Mitl 一 Xi Xi Kil ) 
它 也 可 写成 
clin ee Lee = (cl; Lc2;) 
(ci 一 4c2;) 一 (cl 一 2c2 1) 
Mr Kil 
从 引 理 得 到 
cl 一 4c2 = ax; 十 六 
考 莘 到 wokxz) 和 prii(x) 所 满足 的 样 条 方程 , 便 可 知道 : c1; 一 
Ac2; 必定 满足 方程 组 : 
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3 
YX2 一 YI 


(el, — 4c2,) 十 > (cl 一 1c2;) 一 一 ， 
bicli,, Ac2i.1) 十 (cl1， Re 1c2i) 
+ (二 一 6) Celin — hc2i#) = 0, i= 2, 2 一 1 
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Xs be ed 


1 
2 (el = 2c2。-，) 十 (cl1, — lc2,) = .一 


以 cl; 一 4c2， 的 表达 式 代 人 ,就 有 
6 
2 
xi 二 x 十 xin)a 6 0 i=m2I,...,n—1, (6.8) 
04 
Xr Xn” 
当 # >> 3 时 ,(6.8) 至 少 包含 四 个 方程 ,从 中 间 两 个 方程 
xi rit rin)a tt 36 = 10, 
> + Xin 二 Xin2)a 二 36 一 0， 


(2x 十 x2)4 十 320 和 


(xz 十 2xv)g 十 30m 王 一 


立刻 可 得 
《xz — ti+2)4 一 0， 
即 a 一 0， 因 而 也 有 2 一 0 这 与 (6.8) 的 第 一 个 方程 矛盾 ， 
利用 定理 2 和 柯 西 不 等 式 立即 得 到 


一 1 多 一 1 -1 
[> a7) < (Da ) (5 a2), 
“d=2 , (=2 f=2 
dl12 < 4d11 . d22， 


它 说 明 ,(6.5) 式 当 >> 3 时 总 是 有 意义 的 ， 
$7. Bézier 曲线 


妈 


定义 已 知 RI (或 R) 中 的 4 十 1 个 点 Pi (i= 0,1,..., 
2)。 由 参数 方程 


p(t) 一 Ss PB,tt), O01l (7.1) 
一 个 
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| 


上 


一 些 性 质 : 
1 权 性 
En 之 0， 


Sb el “74) 


i=0 


因 0<<1<1, 第 一 式 从 (7.2) 是 自明 的 . 第 二 式 不 外 平 是 二 项 式 
展开 : 


1 一 [二 (1 一 Dj 一 六 BC 
i=0 


2. 对称 性 
Binlt) 一 Boin(l — 1), (7.5) 
3. 导数 公式 
Bi,n(z) 关于 z 的 导数 
Bi,s#) w= n{ Bon — Bose)}. (7.6) 
这 里 已 经 规定 Bs(z) 一 BC 一 0 
4. 递 推 公式 
Binki) 一 《1 一 1)Bi,nile) 十 1Bi ,salt), (7.7) 


(7.5),(7.6) 和 (7.7) 的 成 立 是 显而易见 的 : 


G4 


贸 6-15 
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我 们 根据 这 些 性 质 容易 得 出 
P(0) = P,, p(l) = P,, (7.8) 
和 
Pi) = n >) Bhan) ait (7.9) 
k=0 


这 里 @x 一 Pi 一 Pi， 一 1,…, nn， 这 说 明了 # 次 Blzier 曲 
线 的 一 阶 导数 曲线 是 7 一 1 次 的 Bézier 曲线 ， 如 将 原来 的 特征 
多 边 形 的 边 向 量 的 起 点 移 到 原点 ， 则 它们 的 终点 《除了 一 个 因子 
外 ) 就 是 这 一 1 次 Bezier 曲线 的 特征 多 边 形 的 顶点 (图 6-15)， 

从 (7.8) 和 (7.9) 立 刻 得 出 

P(0) 一 pa， p(l) = nq,, 

这 样 我 们 获得 了 Bézier 曲线 的 两 个 重要 性 质 : 

1. 端点 性 质 

Bézier 曲线 是 以 P。 为 始点 \、 以 P。 为 终点 ,并 且 在 Po。 点 与 
PoP, 相 切 ,在 P， 点 与 Ps_iP， 祖 切 的 曲线 . 

2. 凸 包 性 质 

Bezier 曲线 被 包含 在 其 特征 多 边 形 顶 点 的 凸 包 已 内 : 

4 ~ {> 2P Sn =1, 41>0, i=0,1,.… ,中 


fi 一 


设计 人 员 是 根据 这 两 个 性 质 去 估计 PC 所 在 范围 的 。 这样 ， 
适当 地 移动 顶点 之 后 ,可 使 p(t) 符合 设计 要 求 , 
Btzier 本 人 曾 给 出 了 (7.1) 的 作 图 方法 ,现在 称 它 为 作 图 定理 
令 
P,=P., i= 0, 1,..., 7, 
对 (0, 1) 中 的 一 个 固定 的 1, 作 
DR A 


P,Q) 一 《1 一 7 十 5 1 一 0 “sR 1 ， 


(CCz) (1 WE ?Pos (7) 士 Ph. ) 朋 一 -1(#), 
(7.10) 
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PpP;,o0= Pp; 


图 6-16 


图 6-16 表示 了 这 个 过 程 (» 一 4，1 一 十 外 图 中 Piu(D 是 已 ,CD 


作 图 定理 设 Pi,,(z) 是 由 (7.10) 给 出 的 点 ，! 一 1，……，>， 
一 0 一/， 则 
pl) = P,Q), (7.11) 
并 且 Pu-i(z) Pi,n-i(z) 是 Btzier 曲线 在 p(s) 处 的 切线 问 量 ， 
证 明 首先 容易 直接 验算 
pa[l Pos Pis***, Past] = (1 — tpolPos Pis**°, Pa 7] 
+ ips_i[ Pi, Ps,*-**, Ps,, t]. (7.12) 
其 次 ,我 们 对 7 用 数学 归纳 法 、 当 7 二 1 时， 
PC) = (1 — i)P,, + Ps 
= (1 — 7)P, + iP, = p(t), 
即 (7.11) 成 立 。 
假定 2 一 六 时 (7.11) 成 立 , 那 么 
Pk[Po，P,，………，Pi，:] 一 P,.,(2), 
pxrl Pi, Ps, +:**, Phiris 1] = P.O), 
利用 (7.12) 就 有 
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pso=Ps 


piril Pos Pi,***， Prris 1] 
“= (1 一 1)Pi[P， Pi,-**, Pi,7] 
十 tpax[ Pi, Py, ***, Pir it] 
一 《1 一 2)P,, C2) 十 iP,, 1 (#) -= Prl). 
这 就 是 说 ,(7.11) 当 二 十 :1 时 也 成 立 。 这 样 , 证 明了 (7.11). 
最 后 ;(7.6) 给 出 
P(t) 一 >, Bi Pi=n > {Bi_in-i(t) 一 Bi,nit)}P, 


i=0 


2—1 & 
mm 了 1 Bi,n-(2) Pn > 2 BinaDP,\ 
a i=0 


n(P,,,_1(z) 一 P,,,_.(7)) 一 nnPo,n-iPi,n-i。 
同样 ,我 们 也 可 以 证 明 
剖 分 定理 对 于 0 < 二 w < 1， 成 立 
prl Po, Pp,，, i 1] 一 
ps [Po Po(w),.*., ponlw), |， 当 0</ew, 


Ww 


i:—w 
ps | Po)， Pis-i(WwW), Po(z)， 工 二 | , 当 wiel. 


证 明 我 们 只 证 明 0 和 上 委 w 的 情形 。 另 一 半 来 自 Bkzier 
曲线 首尾 的 对 称 性 . 这 是 由 于 令 P, =— Po, Pakes po J 
Po 一 P,， 并 且 i 一 1 一:， 就 可 使 情形 转化 ., 

当 # 一 1 时 ， 


P: [Po Por(w ), | ss (1 > 二 ) P+t P,(w) 


=-( 一 二 ) 忆 十 1 _ oo) 忆 +wP] 
0 10) 
= (1— P+ iP,= plP,, Pi, 1], 
假定 当下 天 # 时 成 立 
t 


Pi[ Po, P.,***， Pi, :一 Pi | Pow Po(w),**., Poa(w), 二 |， 


ow 
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那么 利用 (7.12) 就 有 
pal P,，P,:……，P。，!] 
= (1 一 pss Po, Pi， …，P。 ii] 
十 1P。-i[ Pi, Py,**-, P,, i] 


区 
-a (1 和 1)P。-: | Ps Po ”” ”9 Pon-is 阿 
过 
~ Pn -i [Pi ”3 Pi,n-is 二] 
ze/ 


ea 一 17)Po_i [Po *»*» Po,n-i, 三 | 
tw 


+ wipn- [Pi “ Pin-is 问 | 
es 


ss {0 > ps [Po "9 Pon-is 三 | 
Ww ew 
十 pa [Po ”” “多 Posas | 
[od | ev 


= FD» | Po， “Po |. 
a 


剖 分 定理 的 意义 是 明显 的 , 它 把 Bkzier 曲线 分 成 两 段 , 每 一 
段 又 是 新 的 特征 多 边 形 的 Btzier 曲线 。 我 们 还 可 以 继续 剖 分 ,这 
样 一 变 二 ,二 变 四 ,… ,经 过 不 次 痢 分 ，Btzier 曲线 分 成 2* 段 , 每 
一 段 都 是 新 的 特征 多 边 形 的 Bézier 曲线 。 当 丰 -~ oo 时 ,这些 新 
的 特征 多 边 形 的 顶点 将 收敛 于 Bézier 曲线 上 的 点 (证明 留 作 习 
题 )， 在 实际 应 用 时 ,只 要 适当 大 的 《*， 这 些 顶点 就 可 近似 地 看 成 
Btzier 曲线 上 的 点 。 

作 图 定理 和 剂 分 定理 还 给 出 了 平面 Bézier 曲线 的 保 凸 定理 
和 包 络 定理 , z 

保 凸 定理 设 P,, P1,:…,，P。 是 平面 上 的 十 1 个 点 ， 如 
多 边 形 PoP1: .PP，, 是 上 唔 的 , 则 对 应 的 Bekzier 曲线 ps[ Pos Pi,***， 
Ps， 1] 也 是 凸 的 ( 刘 导 元 ,数学 年 刊 , 3(1), 1982). 

包 络 定理 平面 上 的 Btzier 曲线 palPo,os Pios**°s Pos 1] 
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是 4 一 1 次 的 Btzier 曲线 族 ps_il PC)，P(CL) PC0)， 
1! 的 包 络 曲线 (一 1,2,…', 1 一 1)， 其 中 让 (4) 是 由 (7.10) 
给 出 的 ( 苏 步 青 , 金 通 尖 ,1982 年 计算 几何 讨论 会 论文 集 )。 

以 上 两 定理 的 证 明 都 留 给 读者 作 习 题 之 用 . 


习 


1. 求 三 次 Bézier 曲线 在 两 端点 处 的 曲率 . 

2. 证明 
pa[ Po, Pi,*-**, Psst] = prl Ps, Pris*:**, Po, 1 — 1], 
并 说 明 它 的 意义 ， 

3. 设 ay aa 是 psl Po, PP,i] 的 特征 多 边 形 的 
边 向 量 ,而 al az， ,Qa” 是 pmn[0o, 0， 0 广 ] 的 
特征 多 边 形 的 边 向 量 ， 0。 二 ?,。 证 明 这 两 条 Bezier 曲线 
在 2, 一 P。 处 的 切线 和 曲率 都 连续 的 充 要 条 件 是 


水 _ es m(n—1) , 
Cr CCG2 wn CA Ya,, 
其 中 a 和 7 是 任意 的 常数 . 


4. 证 明 平 面 Bézier 曲线 的 保 吓 定理 . 

5. 证 明 平 面 Bézier 曲线 的 包 络 定理 . 

6. 把 一 条 平面 Btzier 曲线 《次 剖 分 为 六 段 ， 当 《 一 00 时 ,证 
明 各 段 所 对 应 的 特征 多 边 形 的 各 顶点 都 收敛 于 Btzier 曲线 上 
的 一 把 ， 


$ 8. 等 距 B 样 条 曲线 


本 市 将 介绍 有 等 距 节 点 《均匀 节点 ) 的 B 样 条 曲线 .为 简便 
计 :; 我 们 把 这 种 曲线 最 终 的 表达 式 作 为 它 的 定义 来 叙述 ,而 不 涉及 
最 初 关于 节点 的 概念 。 至 于 一 般 的 不 等 距 的 B 样 条 曲线 , 将 移 到 
下 二 去 

定义 设 pk 一 0,1 1 十 2) 为 尽 ( 或 尺 ) 中 的 
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姻 十 ?十 工 个 定点 。 称 ”次 参数 曲线 眉 
Pin(z) 一 > BiriFinlt) (0 委 上 < 魏 1;5 一 0, 1 mp) (8.1) 
为 一 条 ”= 次 样 条 曲线 的 第 i 段 ,其 中 

Fn(f) 一 了 (CC 二 


(一 0，1，……，5)。 (8.2) 
依次 连接 bo, 5.,*… ,bm+s 的 折线 称 为 B 样 条 曲线 的 特征 多 边 形 ， 
这 些 点 称 为 特征 多 边 形 的 顶点 。 图 6-17 表 示 了 n= 一 3,， m= 二 1 
的 8 样 条 曲线 , 


多 多? 


图 6-17 
从 (8.1) 可 以 看 出 ， 每 一 段 曲线 仅 依 赖 于 ”十 工 个 顶点 ,其 中 


每 一 个 顶点 的 变动 最 多 只 能 影响 到 = 十 1 段 . 因此 , 当 我 们 改动 
一 个 顶点 时 : 它 的 影响 只 能 波及 到 曲线 的 ”十 工段. 


为 了 方便 ,我 们 还 约定 
Fst) 一 Fsts,alt) 一 0. (8.3) 
函数 Fi.n(z) 具有 权 性 , 即 对 0 委 : 到 1， 
Fi,slt) 宇 0 (一 0,1,… 2) (38.4) 
和 : 
SP) 1. (8.5) 
f=0 
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为 了 证 明 这 两 个 关系 ,我 们 首先 指出 一 个 容易 验证 的 等 式 : 
0 Pin-i(r)ar + | Framalr)dr. (8.6) 


从 (8.2) 又 得 到 
F(z) l—it, F(t) = 1. (8.7) 


因为 它们 都 不 小 于 零 , 所 以 陆续 应 用 (8.6) 后 , 便 证 明了 (8.4). 
现在 ,我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 (8.5). 
当 + 一 1 时 ， 


> Fi) 一 1 一 (十 ! 一 1. 
1=0 
假定 当 w 二 《时 ,(8.5) 成 立 , 即 


不 
Dj Fx) 一 1 


t=0 


从 (8.6) 和 (8.3) 得 出 


太 十 1 此 沾 1 


， Fi) = 之 {| FixCr)ar 十 FinCr)ar) 


i=0 = 0 
1 大 
| > GE 
tlij=0 
二 1 
0 


十 > Fralr)| dr = 1. 


所 以 (8.5) 在 ”一 & 十 1 时 也 成 立 ， 

Frn(z) 的 权 性 表明 ，B 样 条 曲线 的 第 i 段 完全 落 在 # 十 1 个 
点 外 ， birt，***， bi+。 的 出 包 里 面 。 如 图 6-17 所 示 , 第 0 段 曲 线 
和 第 1 段 曲线 分 别 落 在 {56 54， B62 0) 和 {6&1， B52， 53， 4} 的 凸 
包 中 ， 

下 面 , 我 们 举 出 几 个 特例 . 

当 # 二 1 时 ,一 次 B 样 条 曲线 的 每 一 段 都 是 直线 段 , 因 此 B 样 
条 曲线 就 是 特征 多 边 形 本 身 . 

当 7 二 2 有 时 ,由 (8.2) 得 出 


Fi) = GC—1), 
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Fst) ~ (一 22 十 24 十 1)， 


了 22(z) ee pt 


1 一 2 1 b, 

p(t) = (Pt 9 让 |- 2 0 se 
2 

1 1 0/\b,., 


b; 2bin < b,., 
== (72 D> —2b,; + 2bn 
b,; + bits 


这 一 段 的 两 端点 和 对 应 的 切 向 量 如 下 : 
pia(0) — 7 (B+ bin), Pia(0) ~ bin — b, 


于 是 


p;,21) a 加 (bs, 各 b,,,), Pil1) 一 b.,, b;u, 


这 些 式 子 表明 ，pialz) 的 两 问 点 就 是 这 一 段 的 特征 二 边 形 各 边 的 
中 后 ,并 且 两 边 是 其 端点 处 的 切线 (图 6-18)。 由 此 可 见 第 i 眉 与 
第 i 十 1 自 是 光滑 连接 的 ， 


苹 6-18 


当 w 一 3 时 ,我 们 有 


se 26。 


pis(t) (P11) 和 


由 此 得 出 


一 1 3 一 3 1 2 
3 一 6 3 0 b. 
| (8.8) 
0 
0 


一 0 3 b,,, 
1 4 1 bits 


pis(0) 一 (b; + 4b;si + bins) 


1 2 0 2 


3 2 3 bi 


pis(1) 一 > (bins + 4b;43 + biss) 


1 /bntbrs\ 2 
了 (全 - ) 十 本 忆 +， (8.9) 
1 
2 


Pp;,(0) = (b;+2 TT b.), 


1 
pis(1) 一 了 (b+ bi+), 


Pi3(0) 一 (Bi+; 一 1) + (bb; 一 b;+), 
Pis(1) = (bts — bit) + (bi — bs), 


81,1 


图 6-19 


。217。 


这 就 表明 ，Ppiske) 的 起 点 落 在 App 的 边 5b;514。 的 中 线 上 ， 
且 离 5 的 距离 是 中 线段 的 四 处 。 在 这 点 的 切 向 量 平 行 于 


bbi+:， 长 度 等 于 后 者 的 一 半 。 在 这 点 的 二 阶 导 数 向 量 等 于 中 线 
向 量 的 两 倍 ( 图 6-19)， 在 终点 也 有 类 似 的 情况 .实际 上 ， 
Pitwn(0), pitun(0). Dir,a(0) 

分 别 等 于 pi,s(1), pi,n(1)， Pin(1). 

一 般 地 说 ,7 次 B 样 条 曲线 具有 w 一 1 阶 为 止 的 连续 性 . 

上 节 中 所 讨论 的 Bézier 曲线 的 那些 定理 ,如 作 图 定理 , 剖 分 
定理 , 保 凸 定理 和 包 络 定理 ,对 于 8 样 条 曲线 也 成 立 . 

最 后 ,我 们 再 强调 一 下 , x 次 Bezier 曲线 和 2 次 B 样 条 曲线 
的 一 段 都 是 参数 > 次 曲线 的 不 同形 式 。 它们 是 可 以 相互 转化 的 . 
例如 2 一 3 时 ,它们 可 统一 地 写成 


pO) = Ft 1)(B)B)’, (8.10) 
其 中 
1 0 0 0 一 1 3 一 3 1 
0 1 0 0 3 一 6 3 0 
B B = 
0 0 0 1 1 0 0 0 
一 工 3 一 3 1 
3 一 6 3 0 
(8 二 ; 
6\—3 0 .30 
1 4 1 0 


当 了 一 1 时 ,(8.10) 就 是 参数 三 次 曲线 的 Ferguson 形式 ，(8) 是 
系数 组 成 的 列 向 量 ; 当 了 一 2 时 ，(8.10) 表示 三 次 Bezier 曲线 ， 
(5) 是 特征 多 边 形 顶 点 组 成 的 列 向 量 ; 当 j= 3 时 ,(8.10) 表 示 三 
次 B 样 条 曲线 的 一 段 ，(6)》” 是 特征 多 边 形 顶 点 组 成 的 列 向 量 ， 
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Fi,n(t) es | Fin-i(T)dr 下 | Fn_i(r)dr。 


2. 当 顶点 出 现下 列 特 殊 情 况 时 ， 三 次 好 样 条 曲线 的 第 i; 段 将 有 怎 
样 的 性 质 ? 
(1) bi;, Vin， bi+2? 共 线 ; 
《2) 5， bits 0it2， bit+3 共 线 ; 
(3) bi bi+2; 
(4) bin = bins = bins. 

3. 已 知 Pi;E 入 5 2 能 否 确 定 一 条 三 次 B 样 
条 曲线 ,使 pi,,(0) = P;? 

4. 证 明 有 次 B 样 条 曲线 的 导数 曲线 是 # 一 1 次 的 B 样 条 曲线 。 


$ 9. 不 等 距 的 8 样 条 曲线 


定义 设 := {1} 是 单调 增加 序列 (有限 的 或 无 限 的 )， 关 

于 节点 《knots) 序列 zt 的 第 i 个 太 阶 《% 一 1 次 ) 的 B 样 条 基 是 

Bi,r(%) = (fitk — ti)lii,*'*, 144] (2 一 x)4 ,x€R, 《9.1) 

这 里 

_1 (t — x)*-, 1 之 7+， 

Gs = ! << 7Y， 

Li;, Wt ti+rr Jf(z) 表示 f(z) 在 ti9" "9 Litk 上 的 差 商 , 它 的 计算 
公式 如 下 (f(z) 的 《 阶 导 数 存 在 ): 


[2 … tir4 Jf(2) 
f* (C2)/R! 9 jrks 
Se {[z;, sts frti9 "ys t+x fle) (9.3) 


a [lis lss titi **', trr Jf (2) /i, 一 上 天 fs。 


下 面 , 我 们 只 叙述 B 样 条 基 的 性 质 而 略 去 证 明 。 并 且 在 此 基 
础 上 定义 和 讨论 B 样 条 水 数 的 一 些 性 质 ， 


(9.2) 
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在 节点 序列 :与 阶 数 训 都 确定 的 情况 下 ，Bixwu(x*) 可 篇 记 为 
B,(x)。 
1. B(x) 有 局 部 支持 性 质 , 即 
Bi(x) = 0, x€[t;, tr4]. (9.4) 
对 每 一 个 区 间 [i, tit1], 仅 有 个 B8 样 条 基 Bi-ktis Bj-tt29°**» 
Bi 可 能 取 非 零 值 . 
2. 权 性 


B(x) 一 1， 
Bi(x) 之 0， 

这 里 的 和 号 如 是 对 节点 序列 :一 {4} 的 足 标的 定义 域 取 的 . 如 
果 节点 序列 是 {4，…， zr4}， 则 于 Bo 一 1 对 Le tm] 中 


的 z 成 立 ， 
3. B 样 条 基 满 足 递 推 关 系 


Bii(x) = ed NY. i 


(9.5) 


fi+k-!l — i 
一 Birit-iC*), (9.6) 
lta 一 titi 
显然 z 
1, 1 Yiits 
Bji(%) = | (9.6’ 
1 i ) 0 ， 其 它 ， ) 


由 (9.6) 和 (9.6 人 ) 可 算出 各 阶 的 B 样 条 基 , 这 种 算法 称 为 deBoor-Cox 
算法 . 

定义 “节点 序列 * 上 的 不 阶 〈k 一 1 次 ) 样 条 函数 是 :上 的 
A 阶 卫 样 条 基 的 线性 组 合 , 即 


SCx) 一 > aiBi,ru(%s), oi€ R. (9.7) 
i 
s(x*) 的 全 体 构 成 线性 空间 。 B,(x) 就 是 该 空间 的 基 。5(x) 也 称 


为 B 样 条 函数 .在 $3 中 叙述 的 三 次 样 条 函数 是 它 的 特例 . 
4. 久 阶 B 样 条 水 数 的 导数 是 《一 1 阶 B 样 条 函数 
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对 te [5 Ss 


2 %Bi(*) 一 SS oi 忆 ;xs 


i=r—k+1 


[之 oa,B., (2)) 
ey. (9.8) 
i 了 7 一 上 十 2 Titk~! 一 上 三 


由 deBoor-Cox 算法 还 可 得 到 B 样 条 函数 SGCxz) 的 算法 如 


对 1; < < 17 +19 
co ，T 一 0， 
cr” (x) 本 le 一 DL 加 (fr+k- es x)o (x) (x) 


lrtr-i — 


，1 > 0， 


SGx) = aiti(x), 
5. 凸 包 性 质 
SGCx) = ZaB(x) 

的 图 形 落 在 c 一 {a;} 的 凸 包 内 。 特别 地 ，x € [i,t] 的 一 段落 
在 Crktis "9 Oi 的 凸 包 内 . 

6. 变 差 缩 减 性 质 

样 条 函数 5(x) 的 变 号 数 不 大 于 系数 序列 {w} 的 变 号 数 . 更 
进一步 ,如 果 f(x) 是 [a, 5] 上 的 函数 , 令 

VI(x) = 2 f(t) Bi(Cz)。 

它 是 f(x) 的 一 种 还 近 。 Vf(x) 与 任 一 直线 i 的 交点 数目 必定 少 
于 或 等 于 f(x) 与 /1 的 交点 数目 。 这 里 


宁 1 
ei A 


1 (9.9) 


为 结 点 (nodes)。 当 我 们 作出 在 池 处 取 值 w 的 折线 半数 帮 x) 
了 时 ，Vf(x) 就 化 为 样 条 图 数 5S(x) 一 >a;B;(x)。 这 一 结论 一 方 
面 说 明 ，Zw Bi(x) 具有 变 差 缩减 性 质 ; 另 一 方面 也 将 系数 w 与 
结 点 六 联系 起 来 ， 
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B 样 条 函数 之 所 以 比 其 它 逼 近 函 数 来 得 优越 ， 是 由 于 它 具 条 


局 部 支持 人 性质 ;: 凸 包 性质 和 变 差 缩减 性 质 . 
当 (9.7) 式 中 的 w 换 成 向 量 的 时 修 , 它 构成 B 样 条 曲线 
S(z) = DaiBi(x)., (9.10) 


关于 B 样 条 函数 的 详细 情况 ， 读者 可 参阅 deBoor，C.，A 
Practical guide to splines, Springer-Verlag，1978 或 Cox, M. G.， 
The numerical evaluation of B-splines, J. lnst. Math. Appl., 30 
(1972)., 

目前 较 多 地 被 使 用 的 是 == 4 的 情形 即 三 次 B 样 条 。 下 列 特 
殊 的 节点 序列 引起 大 家 的 兴趣 。 

1. 等 距 节 点 情形 . 

设 “一 刘 7 一 1， 2……，m。 我 们 从 (9.67) 和 (9.67 可 逐次 算 
出 Gi 和 #4) 


, 有 
Bi;,,(x) 6” 


1 
B;_in(x) =— < (一 3 十 37 十 31 十 1)， 


1 0 和 1! 一 X 一 71 一 1， 
了 BCx) De 四 (325 一 62 十 4)， 


1 
B;_;34(%) =— 2 (+3 一 3 十 1)。 


它们 与 (8.2) 式 中 取 ”一 3 的 结果 一 致 : 
Biw(%) 一 F,,(#), 
Bin(%) = F(z), 
Bi_24(x) 一 F(t), 
B;34(%) 一 Fo,slt). 
因此 等 距 B 样 条 是 不 等 距 B 样 条 的 一 种 特例 . 
2. 端点 是 四 重 节点 的 情形 . 


设 ii B= 0 dri, t= 1,2,..*。 
当 4 硅 * 二 1 时 ,我 们 得 到 
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13 
B,,,Cx) = 
6 


一 TI 十 182 
Bys(%) = 一 一 一 
sus) 17 imx, (9.11) 
3 2 
BC 71 二 十 124 
BCx) 一 一 捐 十 3 一 3: 十 1, 


3 sri 时 ， 


2 
Bs,,(x) = -一 
6 


1 
B(x) 一 (一 32 十 32 十 3 十 1)， 


:一 YY 一 1， (9.12 
B,,,(x) mea > (723 一 152 十 7 十 3) 


未 二 P+ 37— 31+1) 
当 x 之 t。 时 ,算法 与 等 距 节 点 时 相同 . 


3 一 所 一 性 一 让 一 0，6 一 让 一 用 一 太一 上 
当 0 委 上 <1 时 ,我 们 得 到 
Binlt) = 8， 
Bi 一 32(1 一 人 站， 
Bz(xz) = 37(1 — 7)’, 
B(x*) = (1 一 站: 
该 段 B 样 条 曲线 变 成 Bezier 曲线 。 这 一 结论 对 任何 2 都 是 
正确 的 。 
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第 七 章 ”曲面 的 相交 与 展开 


$1. 两 个 例子 


例 1 两 个 圆柱 面 的 交 线 ”在 旁 屋 建筑 、 水 利 工程 以 及 一 些 
机 械 设备 制造 等 方面 都 会 遇 到 
求 两 个 圆柱 面 的 交 线 的 问题 ， 
如 图 7-1 所 示 ， 设 两 圆柱 的 两 
轴线 不 相交 , 但 相互 垂直 。 又 
设 它 们 之 间 的 距离 是 4。 圆 柱 
IL 和 开 的 半径 分 别 为 :和 7,. 
我 们 取 圆 柱 1 的 轴线 为 * 轴 ， 


两 圆柱 轴线 的 公 垂 线 为 y 轴 ， 

过 x 轴 与 》 轴 的 交点 0 且 和 I 

要 的 轴线 平行 的 直线 为 z 轴 。 在 
这 个 坐标 系 Oxys 中 ,圆柱 面 1 的 方程 是 


:人 二” (is 参 变数 ) 
-= YI SET D1, 
现在 取 II 的 轴线 为 s， 轴 ， 它 与 》 轴 的 交点 0， 为 新 坐标 原点 ， 
过 0, 且 和 x 轴 平 行 的 直线 取 为 x 轴 ，y， 轴 与 ? 轴 重 合 。 这样 ， 
又 建立 了 一 个 新 坐标 系 Oix1yz4。 这 时 ,圆柱 面 I 的 方程 显然 是 

全 一” (px 参 变数 ) 

Y= 7, SInN Pp?2。 
由 于 两 坐标 系 Oxys 和 Oxiyizt 之 间 的 变换 公式 是 

y= 4d, 


人 Ye 
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所 以 圆柱 面 I 在 Oxyz 中 的 方程 可 表示 为 
X ma 72C05 ?9 
II . 
| 王 r,sin 2 — d. 
因此 ,两 贺 柱 面 的 交 线 的 点 必须 满足 
ricos pi = 7,sin gq; — d, 
员 
rcosgpl 十 
sin 9; 一 一 一 一 一 一 一 ， 
7 2 


或 
cos 9) = a ri — (ricos pi + a) 
7 2 


如 果 我 们 只 考虑 两 条 交 线 中 的 一 条 ， 上 面 公式 中 仅 取 正 号 〈 或 负 
号 ) 就 可 以 了 。 从 上 和 列 两 组 方程 I 和 II 便 得 到 交 线 的 表示 式 
xr ri— (rcosgp + a), 
y = ricosq, (0 oq & 2x) 
2 = rsing, 
式 中 ,已 经 用 9 代替 gi, 
如 果 把 圆柱 面 1 展开 成 (或 者 说 摊 成 ) 平 面 ， 那 么 这 条 交 线 可 
表示 如 下 : 
f = rp, 
lr = ri — (ricosq 4- d). 
“是 zx 一 0 平面 上 的 圆 引 7 一 六 cosp，2: 一 msing 的 弧 长 , 它 
是 从 9 一 0 即 y 轴 和 圆周 的 交点 量 起 的 。 


0 
0 


| 


cosg 


50 


ee | 


60 53.30 


ri CO05 gq 


ricoswm+d 


(rcoso +d) | 3600 | 2841 
ed 2800 | 3559 


x 52.92 | 59.60 


给 定 r2 = 80 毫 米 ， 5 一 50 毫米 ， 中 10. 毫米 时 ,计算 次 
序 和 具体 结果 列 在 上 面 表 中 。 图 7-2 就 是 按 这 些 数据 画 成 的 展开 
图 ,其 中 0 委 p 二 x。 男 一 部 分 (< 委 9 三 2x) 的 图 形 则 与 前 图 
对 称 , 这 里 从 略 ， 

把 图 7-2 中 的 平面 图 形 ( 当 然 还 要 接 上 另 一 段 对 称 图 形 ) 卷 成 
半径 为 50 毫米 的 圆柱 面 时 ,我 们 就 可 按照 原来 的 设计 把 两 圆柱 面 
焊接 起 来 。 

例 2 圆 环 面 的 平面 截 口 

为 了 便于 检查 和 清洗 水 管 管道 ， 需 要 在 90° 弯 头 上 开 个 检查 
孔 ， 并 且 盖 上 盖子 后 仍 保持 管内 贺 谓 无 阻 ， 问 怎样 划 成 这 个 孔 盖 
的 周边 曲线 ? 

水 管 管道 的 90° 弯 头 是 圆 环 面 的 一 部 分 。 如 儿 7-3 取 好 一 个 
直角 坐标 系 Oxyz。 这 个 圆 环 面 可 以 看 成 是 zx 平面 (y 一 0) 上 
的 圆 (x 一 R)》 十 2 一” 绕 z 轴 旋转 而 成 的 ,因此 它 的 方程 是 

(Vr+y— RY+is m7’. 
化 篇 后 得 
好 十 好 十 妇 十 及 一 于 一 2RAWa + 

现在 用 一 个 平面 ”去 截 圆 环 面 。 假定 ?通过 点 (!, 0, 0), 平 

行 于 > 轴 且 与 x 轴 交 成 角 。 取 (1, 0, 0) 为 原点 0,， 取 上 ”上 平 
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解 第 二 个 方程 (把 它 看 成 是 关于 W (xicose 十 人) 十 愉 的 一 元 二 
次 方程 ), 得 到 
V (recosa 十 有 9 十 好 ao RiMr— x sin a 
yi 一 (RiVr — x sin’ ay 一 (xcosa + 10)”, 
最 后 得 到 z 
从 图 7-4 可 以 看 出 
: 0,4 一 


? 


sin ca” 
0.B8 一 C8B 一 Co 一 VDB: 一 DC 一 CO， 
二 AW 7 一 (1 一 RJsinza 一 人 一 R) cosa。 
所 以 x 的 取 值 范围 如 下 : 


—— <x<Vr—(!— RYsinmo—(l— Recoso. 
SI | 


在 R 一 28，* 一 14, a 一 30°, 1 一 31 的 场合 ,我 们 进行 计 
算 的 结果 和 根据 这 些 数据 画 出 的 图 形 如 下 页 表 和 图 7-5 所 示 ， 
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1 28 主 27.47 

于 34.19 
2 一 23.08 {E16: > 

十 35.51 
3 S17 {EE 是 
4 5 十 35.29 
5 —8.34 于 33.85 
6 一 3.42 土 31.13 
7 1.49 十 26.83 
8 6.41 十 19.93 
9 11.32 0 


$ 2. 两 个 二 次 曲面 的 交 线 


上 节 的 两 个 例子 中 ， 两 个 曲面 的 交 线 是 用 解析 式 子 表达 出 来 
的 。 Levin 证 明了 两 个 二 次 曲面 的 交 线 可 以 用 解析 的 方法 来 表示 
(Levin, J., A parametric algorithm for drawing pictures of solid 
objects composed of quadric surfaces, Comm. ACM, 10 (1976)， 
555—563). 首先 他 证 明了 下 述 的 定理 ,然后 给 出 了 求 两 个 一 次 曲 
面 交 线 的 算法 。 

定理 ”两 个 二 次 曲面 的 交 线 必 落 在 下 列 五 种 曲面 的 一 个 之 
上 : 

(1) 平面 ; 

(2) 一 对 平面 ; 

(3) 双 曲 柱 面 ; 

(4) 抛物 柱 面 ; 

《5) 双 曲 抛物 面 。 

为 证 明 这 个 定理 , 我 们 只 须 用 到 二 次 曲面 的 仿 射 不 变量 。 对 
此 有 兴趣 的 读者 可 参看 上 面 的 文章 ,这 里 就 不 详 述 ， 

现在 让 我 们 把 求 交 线 的 步骤 介绍 于 下 . 

设 两 个 二 次 曲面 的 方程 分 别 为 
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S, 一 XITPX 十 2RIX 十 < 一 0， 


下 3 一 XTOX 十 2STX + d= 0, 
其 中 
x 
< 人? 
2 
Pu ps Ps qu G1 qs 
-| Py so- 422 
pu Pa Ps da 4d3 43 
都 是 对 称 矩 阵 ; 


rs 51 
及 一 | | SS 一 | 
rs 53 


XT, R* 和 3 分别 表示 环 ,R 和 了 的 转 置 阵 。 
先 求 出 
det(O 一 cap) 一 0 
的 所 有 实 根 c, 然后 把 每 一 个 a (最 多 有 三 个 ) 代入 二 次 上 曲面 束 
I S;— co 一 0， 
就 可 以 得 到 上 述 定理 中 的 五 种 曲面 之 一 。 要 判别 它 究竟 是 属于 哪 
一 种 曲面 ,我 们 用 不 变量 ,或 者 用 下 列 和 矩阵 的 秩 , 即 


du 9 9 4 Pu Pa Ps ri 
qu 42 43 $2| . Pa Py» Py ?2 
qa 93 93 35 pa Pa Pas rs 
$1 52 $3 4d rl rr» fr3 fc 


如 果 这 秩 是 1 或 2, 则 曲面 5; 一 a5 一 0 属于 (1) 种 或 (2) 种 ; 如 
果 这 秩 是 4，5, 一 a5 一 0 表示 双 曲 抛物 面 ; 如 果 这 秩 是 3， 则 
5; 一 a51 一 0 属于 (3) 种 或 (4) 种 . 
其 次 ,我 们 求 下 列 两 个 曲面 的 交 线 
入 一 co 一 0， 
一 0 . 
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在 (1) 种 的 场合 , 交 线 是 二 次 曲线 ,于 是 可 以 直接 用 公式 来 表示 它 ， 
当 3 一 a5 一 0 表示 双 曲 抛物 面 时 , 经 过 坐标 变换 后 , 它 的 方程 
变 成 


代 人 5 一 0 后 , 便 有 
/S 十 mmS 十 7 一 10. 
其 中 1, m,n 都 是 : 的 已 知 函 数 , 由 此 把 5 表示 为 + 的 函数 ， 再 
代 人 双 曲 抛物 面 的 方程 中 ,就 得 出 交 线 的 参数 表示 式 ， 
最 后 ,如 果 中 一 ci 一 0 是 抛物 柱 面 或 双 曲 柱 面 ， 它 的 参数 


方程 可 写成 
xx 一 Xo 十 !/S， 


一) 十 m5， 


z= 一 80 十 nS， 


其 中 《xo, yo, zo) 表示 抛物 线 


Xo ! > 
yo = RS 
20 = 0， 
或 双 曲 线 
2t 
xo 一 8 一 -一 -一 0， 
1 一 才 
LT 十 2 (一 1 一 上 < 一 1，8 一 土 1) 
yo 一 已 1 22 3 
20 = 0, . 
从 柱 面 方程 和 3 一 0 也 可 把 $ 表示 为 + 的 函数 ， 于 是 间 样 可 以 
导出 交 线 的 参数 方程 
从 以 上 过 程 可 以 看 出 ,固定 : 的 一 个 值 ,我们 便 得 到 


$3— a = 0 
上 的 一 条 直线 , 然后 把 求 5; 一 a5, 一 0 与 5, 一 0 的 交 线 问题 归 
结 到 求 直线 与 二 次 曲面 5, 一 0 的 交点 问题 去 。 这 样 ， 只 要 解 出 
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一 元 二 次 方程 就 可 以 了 . 
附带 指出 ， 本 节 所 讨论 的 方法 也 可 用 到 直 纹 面 与 二 次 曲面 的 
场合 。 


$ 3. 求 交 线 的 数值 方法 


前 两 节 中 所 述 的 情况 都 是 比较 简单 的 。 一 般 地 , 要 决定 两 个 
曲面 的 交 线 就 必须 解 一 组 非 线 性 方程 ,因此 ,也 就 不 可 能 用 具体 的 
公式 直接 进行 简单 的 计算 ,而 只 能 按照 数值 计算 的 方法 来 解决 . 

牛顿 法 是 解 非 线性 方程 组 的 基本 方法 。 它 的 基本 思想 是 将 非 
线性 方程 组 逐次 线性 化 而 形成 迭代 程序 3。 下 面 我 们 介绍 如 何 应 
用 这 个 方法 去 求 交 线 的 过 程 ， 

设 两 个 曲面 的 方程 是 

f(x) = 0， 
和 
f(x) 一 0. 
这 里 xz 一 〈z*, y, z)。 为 了 使 每 一 次 求 到 的 坐标 都 能 表示 交 线 上 
的 一 点 ,我 们 不 妨 添 上 一 个 限制 | 
f(x) = 0. 
这 方程 所 表示 的 曲面 可 以 是 一 系列 平面 (或 球面 或 柱 面 等 ) 中 的 一 
个 。 求 交 线 上 一 点 的 坐标 这 一 问题 归结 为 求解 非 线性 方程 组 
h(x) 一 0， 
f(x) = 0,， (3.1) 
hz) = 0. 
如 果 用 一 系列 平面 (或 球面 或 柱 面 等 ) 中 的 另 一 个 代替 f(x) 一 0， 
我 们 又 得 到 交 线 上 的 另 一 点 等 等 。 
假定 Jacobi 和 矩阵 


1) 关于 牛顿 法 的 详细 内 容 ， 读 者 可 参阅 计算 方法 方面 的 书 、 例如 王 德 人 编 e 非 线性 
方程 组 解法 与 最 优化 方法 >*, 人 民 教 育 出 版 社 《1979)， 
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of Of Of 


Br Oy Oz 
8f, 8 87, 
ee 党 52 (3.2) 
Of of 0f 
Or By 0z 
是 满 秩 的 ,牛顿 迭代 公式 可 表 为 
xi Xi — Dixi)fCxt) R=0,1,..°), (3.3) 
式 中 
ACHS 
f(x ) 3 f(xXn) ? 
ACT 
xo 是 适当 选取 的 初始 值 . 


牛顿 法 (3.3) 具有 二 阶 收敛 速度 ,但 计算 量 比 较 大 , 要 算出 向 
量 值 函数 f(x,)， 要 计算 D 和 D-:， 再 计算 xt+:。， 重复 这 个 过 
程 ， 直 到 序列 x 收敛 到 某 个 x 为 止 《|xi 一 xxti| 二 8 即 可 ， 
e 二 0 由 具体 问题 来 决定 )， 另 外 , 当 DD 是 奇异 或 病态 时 ， 上 述 方 
法 失效 。 由 于 限制 f(x) 一 0 是 我 们 附加 上 去 的 , 一 般 可 以 选取 
h(xz) 一 0 使 牛顿 法 可 行 . 
如 和 已 知 两 曲面 的 方程 是 
ri 一 PC V1), 
和 
r; = 了，22)， 
则 它们 的 交 线 由 
ru oo) 一 (xy 0) 一 0 
决定 。 一 般 地 , 这 是 四 个 变量 的 三 个 数量 方程 。 为 了 逐 点 进行 计 
算 , 我 们 可 以 再 附加 一 个 限制 
ha V1) 一 0， 
然后 用 牛 上 顿 法 求解 . 
由 方程 组 (3.1) 表 示 的 求 曲面 交 线 的 问题 , 也 可 以 重新 表达 成 
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求 函数 
F(x) 一 py [R(x) + B(x) + RCx)] (3.4) 


的 极 小 点 。 显 然 F(x) 的 整体 极 小 点 就 是 (3.1) 的 解 。 它 的 有 关 
解法 可 以 参看 优化 方面 的 著作 〈 如 南京 大 学 数学 系 计算 数学 专业 
编 《最 优化 方法 》, 科 学 出 版 社 ). 

除了 计算 出 两 曲面 交 线 上 各 点 的 坐标 值 外 ， 有 时 还 需要 知道 
交 线 在 各 点 处 的 曲率 。 为 此 ,我 们 将 推导 这 个 曲率 公式 。 

设 曲面 S 和 3S: 的 交 线 是 

r = 7(s), 

{r(;), TG:), Ns:), B(s)} 是 对 应 的 ”Frenet 标 架 ， 而且 mm 和 
m 分 别 是 S 和 5, 的 单位 法 线 向 景 ， 那 么 


TO (3.5) 
| mm X nl 


然而 


/有 一 一 Kx 人 =- KNX (na xX ne ) i 
In Xx nl 


或 者 应 用 双重 向 量 积 公式 (第 一 章 (2.8) 式 ) 来 改写 为 
AB 一 [CKN: na) nm — (kN-. ni re] 


in x nl 
二 二 (kr 一 bn,) 
Inxn| ) 
这 里 心 和 心 分 别 是 rls) 处 沿 T(s) 的 两 个 曲面 的 法 曲率 。 最 
后 我 们 得 到 
k= Ri 一 2RRcos0 十 已 (3.6) 


sin 0 
其 中 ， 
cos0= nn: 12;。 
求 得 r(*) 上 各 点 的 坐标 值 之 后 ,我 们 就 可 从 (3.5) 和 (3.6) 算 出 各 
点 处 的 曲率 . 
以 上 关于 曲面 交 线 的 讨论 是 十 分 粗浅 的 。 在 理论 上 , 求 两 个 
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曲面 的 交 线 的 问题 是 可 由 公式 或 数值 方法 给 以 解决 的 ， 但 是 在 实 
际 上 ,问题 并 不 是 那么 简单 ， 一 般 说 来 ,几何 形体 的 表面 是 由 许多 
曲面 片 构成 的 .如 果 要 求 出 这 样 的 几何 形体 的 表面 的 交 线 ,计算 将 
是 十 分 宛 长 ， 有 时 甚至 是 非常 困难 的 。 计算 量 将 随 秒 曲面 片 数 目 
的 增多 而 急剧 上 升 ,困难 将 随 几 何 图 形 的 复杂 程度 的 增加 而 增 大 。 

为 了 减少 计算 量 和 节省 计算 机 存 贮 单 元 的 有 效 算法 的 理论 研 
究 非常 复杂 , 它 涉及 到 各 种 几何 问题 的 一 些 有 效 算法 , 力 是 计算 几 
何 中 的 一 个 重要 问题 ,有 几何 复杂 性 之 称 。 这 里 就 不 去 讨论 它 了 . 


$ 4. 可 展 曲 面 的 展开 


我 们 在 第 四 章 $ 2 中 曾 证 明 ， 两 曲面 之 间 的 一 个 对 应 要 成 为 
等 距 对 应 的 充 要 条 件 是 : 两 曲面 经 过 适当 参数 的 选择 后 , 具有 同 
一 第 一 基本 形式 ， 现 在 我 们 利用 这 个 命题 来 证 明 可 展 曲面 与 平面 


之 间 存 在 着 等 距 对 应 . 
首先 , 如 第 四 章 $ 2 的 例 1 所 示 , 平 面 的 第 一 基本 形式 是 
ds = dx + dy’, (4.1) 
或 经 过 参数 变换 
f = pcos0, 
y= psin0 
变 为 
ds = dp + pa (4.2) 
其 次 ,我 们 将 讨论 柱 面 、 锥 面 和 切线 面 的 第 一 基本 形式 . 
一 个 柱 面 的 方程 是 


r(u,v) = a(u) 十 zt， 
这 里 1 是 固定 的 单位 向 量 , x 是 曲线 了 一 alx) 的 弧 长 参数 ,并 且 
a'(u) 与 【 垂直 ,就 是 说 a(x) 曲线 与 柱 面 的 母线 相 垂直 。 
从 
r,=al(u), r,=1, 


E=ri=!l, F=rnr,™=0, G=r,=]1, 


得 到 第 一 基本 形式 
1, = du’ 十 do 
它 具 有 (4.1) 的 同一 形式 ， 
一 个 锥 面 的 方程 是 
r(u, 2) = a + vi(u), 
其 中 a 是 常 向 量 ，!(x) 是 单位 向 量 , 且 “是 曲线 > 一 人 2) 的 弧 
长 参数 ， 
从 
mm 一 2 r, = lu), 
FE=7=v, G=ri=1, 
和 fw) 一 1，!(z) :L(xu) 一 0 得 到 第 一 基本 形式 
li, = viadu’ + dv’, 
它 具有 (4.2) 的 同一 形式 ， 
最 后 ,一 个 切线 面 的 方程 是 
r(uyv) = a(u) + vT(u), 
其 中 zx 和 T(wx) 分 别 表示 > 一 a(x) 的 弧 长 参数 和 单位 切 向 量 . 
我 们 有 
r,= T(u) + vAW, 
r, = T(u), 
其 中 人 wx) 是 曲线 > 天 alw) 的 曲率 , 入 是 单位 主 法 线 向 量 , 因 此 ， 
Em=ris=}1+vR, Fe=l, G= 1, 
所 求 的 第 一 基本 形式 为 
T= (1 + vihR)adw + 2dudv + dv’, (4.3) 
从 上 面 的 推导 过 程 看 出 ， 以 w 为 台 长 参数 且 以 k(x) 为 曲率 
的 平面 曲线 a(w) 的 切线 面 , 即 所 在 平面 本 身 可 表 成 
r(u, zy) = a(u) + vT(u), 
从 而 第 一 基本 形式 也 是 《4.3)。 所 以 任何 的 切线 面 与 平面 之 间 是 
可 以 建立 等 距 对 应 的 ， 
这 样 ,证 明了 上 述 命题 。 这 时 , 我 们 说 可 展 曲 面 与 平面 贴 合 ， 
或 者 可 展 曲面 被 展开 ( 挫 成 ) 为 平面 . 
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我 们 在 第 四 章 $ 5 的 第 10 题 中 曾 指出 , 曲面 要 为 可 展 的 充 要 
条 件 是 它 的 总 曲率 常 等 于 零 。 由 此 我 们 判定 ， 只 有 可 展 曲面 才能 
锐 展 开 为 平面 。 这 是 因为 ， 曲 面 的 总 曲率 完全 决定 于 第 一 基本 形 
式 《Gauss 定理 ), 而 与 平面 可 以 建立 等 距 对 应 的 曲面 的 总 曲率 必 
定 是 零 . 

当 可 展 曲 面 被 展开 为 平面 时 ， 它 上 面 的 任 一 条 曲线 C 变 成 平 
面 上 的 一 条 曲线 C， 称 为 C 的 展 平 线 。 可 展 曲面 上 的 测 地 线 的 展 
平 线 是 直线 . 

本 章 $ 1 的 例 1 就 是 正 圆 柱 面 展开 的 例子 。 正 圆柱 面 与 正 圆 
锥 面 的 展开 是 比较 方便 的 。 下 面 举 一 个 斜 圆锥 面 展 开 的 例子 . 

例 斜 圆锥 面 的 展开 . 

已 知 一 斜 圆锥 面 如 图 7-6 所 示 。 图 7-7 是 它 的 展开 图 ， 它 是 
根据 下 述 方法 求 得 的 ， 


图 7-6 


设 圆锥 底面 曲线 ( 圆 ) 的 展 平 线 的 极 坐标 方程 是 …- 
r = 1(0). 
根据 弧 长 公式 便 有 
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ds = Mar’ 十 7206 
男 一 方面 , 它 又 可 写成 (参见 图 7-6) 
ds = Radg, 


7-7 
所 以 
TP pp 
” 表示 斜 圆 锥 母线 的 长 度 : 


于 是 
iRcosg Wp: 
“VP+atR + 2Rsing 
最 后 我 们 有 

d0 /(p)dp， 
或 

0 一 1(p)d9p， 
其 中 


RVa 二 R2 二 Psin2zp +2IR sing 
上 9) 一 一 天 二 页 二 天 二 27RSn9 
这 样 , 得 到 底面 圆 的 展 平 线 的 参数 方程 (9: 参 变数 ) 


es 238°。 


r 一 WP 十 2 十 R 十 21Rsino ， 
(0 和 9$ 委 r) 


6 一 | fp)ay. 


名 


对 应 于 x 所 p < 2x 的 另 一 半 曲 线 是 和 上 列 展 平 线 对 称 的 。 
$ 5. 非 可 展 曲 面 的 近似 展开 


在 实际 中 ,除了 上 节 所 述 的 可 展 曲面 外 ,还 会 磁 到 大 量 的 非 可 
展 曲面 ,对 这 些 就 有 近似 展开 问题 。 例 如 ,船体 表面 是 由 一 块 块 弯 
曲 的 钢板 (简称 外 板 ) 焊 接 而 成 的 。 这 些 弯 曲 的 钢板 须 由 平面 钢板 
经 弯曲 加 工 才能 得 到 .一 般 地 说 ,外 板 是 非 可 展 曲 面 ,平面 钢板 到 
外 板 的 对 应 只 能 是 近似 的 等 距 对 应 。 船 厂 里 使 用 许多 人 工 外 极 展 
开 的 方法 ,其 中 比较 成 熟 ,也 能 符合 实际 需要 的 ,有 直角 矿 法 、 轴 线 
法 和 测 地 线 法 。 

随 着 造船 工业 中 电子 技术 应 用 的 日 益 广 泛 ， 使 用 电子 计算 机 
进行 数学 计算 ,将 外 板 展开 成 平面 图 形 ,为 数控 切割 机 及 其 它 目 动 
下 料 切割 装置 提供 信息 等 ， 都 是 在 船舶 设计 与 制造 的 目 动 化 中 提 
出 来 的 要 求 . 

用 样 条 曲线 拟 合 船体 表面 的 各 种 剖 线 ， 然 后 按照 人 工 的 外 板 
展开 的 各 种 方法 编制 计算 机 程序 ， 这 些 工作 在 许多 单位 已 经 获得 
成 功 ， 这 里 我 们 不 去 介绍 这 些 程序 ， 因 为 具有 人 工 展开 外 板 撤 术 
的 人 ,如 果 又 有 了 样 条 曲线 的 知识 , 自己 都 能 编制 这 种 程序 ; 而 不 
具有 人 工 展 开外 板 技 术 的 人 ， 介 绍 这 些 程序 也 不 会 知道 是 怎样 用 
的 ， 

复 且 大 学 数学 系 的 有 些 教师 和 学 生 曾经 作 过 这 样 的 试验 ， 企 
图 将 非 可 展 曲 面 到 平面 的 近似 展开 归纳 为 一 个 无 约束 的 极 值 问 
题 。 他 们 的 试验 次 数 虽然 不 多 ,但 这 至 少 是 一 种 普遍 适用 的 方法 ， 
现在 介绍 如 下 ,以 供 参 考 . : 

将 已 知 的 曲面 划分 成 网 格 ， 格 子 要 比较 小 而 且 均 匀 一 些 〈 图 
7-8)。 如 有 果 已 知 昌 面 的 方程 , 这 是 很 方便 的 。 如 果 只 给 定 曲 面 上 
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[| 


mr 


是 


5 


li 一 PiP| 。 
那么 近似 展开 问题 可 归结 为 如 下 的 极 值 问 题 : 
已 知 P, (Xi y Yis 本 求 上 (xis yi;) (i 1 1o)， 使 


Se 二 5 DD gi(lbi; — 1) = min, (5.1) 


其 中 》) 表示 对 与 5; 相 邻 的 所 有 点 的 足 标 求 和 ，。 例如 在 图 7-8 


中 , 当 i= 二 8 时, N 的 取 值 是 2,3,4,9,14, 13,12,7, 当 i= 二 3 
时 ,的 取 值 是 14, 9, 8, 7, 2; 当 i 二 1 时 ,入 取 值 2, 7, 6，gi; 是 
权 因 子 , 它 可 以 根据 实际 情况 选取 。 不 允许 变化 或 只 允许 有 较 小 
变化 的 ji; 所 对 应 的 g;; 应 取 较 大 的 值 ，gi; 都 是 正 的 , 它们 的 和 等 
i: 

当然 ,这 里 为 了 表达 清楚 起 见 ， 我 们 用 了 一 维 数组 表示 巨 的 
指标 i, 但 实际 上 应 该 取 二 维 数组 ,于 是 NN 的 取 值 规律 很 容易 地 表 
达 出 来 . 

将 (5 xz 和 y; 求 导 ,得 到 


0 2 81l (Wr 
Xi 


0 
_ 十 (7 六 一) — B(x ~ x)/l; = 0, (5.2) 
De 2 gii[(x; — x;) 

十 (7 一 y 关 一 一 力 )/ 记 一 0. 

(一 1，2， > 10) 
如 用 均 代替 天 《误差 是 很 小 的 ) 人 这 样 ,(5.2) 为 

a5 加 人 
Bx pi Bij{ x; 9 

sr 0 ee yj;) Te B(x Te xr) /i; 一 0， (5.3) 


0 [C2 


“| (y, a y;) 本 2 i} (Cy; ee y /EE, 一 0, 
(i= 1,2,..., 10) 
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这 是 非 线性 方程 组 ,可 用 牛顿 法 或 其 它 方法 求解 . 

非 线性 方程 组 的 迭代 解法 都 需要 初始 值 。 为 此 , 人 们 曾经 提 
接近 中 间 的 一 点 开始 计算 ， 再 选择 与 它 相 邻 的 两 点 使 全 体 构成 一 
个 三 角形 。 例 如 图 7-10 所 示 《〈 将 网 格 点 重新 编号 )，APP;P,， 的 
三 边 长 是 已 知 的 。 我 们 可 以 把 它 对 应 到 平面 上 的 PI(0，0)， 
Pa，0) 和 P;, 而 且 可 以 根据 第 一 章 § 2 的 例 1 中 的 方法 求 P;. 
接着 以 这 个 三 角形 各 边 为 基础 ， 逐 步 求 出 其 余 各 点 了 ; 的 对 应 点 
P(xis yi) (一 1 2, ……，1o)。 这 样 求 得 的 一 些 点 就 是 我 们 所 建 
议 的 (5.3) 的 迭代 的 初 值 ， 


pp; Ps 


Pi ns 有 态 Pp (0,0) Pz2(Ti2,0 ) 


7-10 
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第 八 章 ”曲面 的 拟 合 与 设计 


第 六 章 所 讨论 的 样 条 曲线 、Btzier 曲线 和 B 样 条 曲线 ， 确 实 
是 可 以 应 用 于 曲面 的 氢 合 与 设计 中 的 许多 问题 的 ,但 是 船体 表面 、 
飞机 外 形 和 汽车 外 形 这 类 曲面 , 光 靠 三 向 剖 线 (相互 垂直 的 平面 截 
线 ) 表 示 的 办 法 远 远 不 能 满足 需要 . 所 以 我 们 必须 直接 用 数学 方 
法 来 拟 合 曲面 和 设计 曲面 。 本 章 大 部 分 的 内 容 可 看 成 是 第 六 章 在 
空间 相应 的 拓 广 , 


$ 1. 双 三 次 样 条 函数 


定义 设 D 是 (x, zw) 平面 上 的 矩形 区 域 [e, 8] Xx [cy 2]; 
令 


As A= ub, 


¢ 2143 4% 


Ay: CW UW wn=d, 
A 一 A, X Av 称 为 D 上 的 一 个 分 割 , 它 的 一 个 元 素 是 
Dii: [wi-is wi] X [Lewis wil 
( 见 图 8-1). : 
现在 假定 忆 上 的 函数 x(x, w) 满足 下 列 二 条 件 : 
(1) 在 每 个 Di 上 都 是 关于 w 和 wv 的 三 次 多 项 式 , 即 


x(u, WwW) = > Bif(w — Wii)(w — wi-i)!, 


esf ed 
其 中 各 系数 是 常数 ; 
《2) x(w, w) 的 偏 导数 
Bte+p)xr(z 。 w 
2 (ac,8 一 0,1,，2) 
在 D 上 连续 , 即 *(w，%)e CD). 
这 时 , 称 x(ux, w) 为 上 关于 分 割 A 的 双 三 次 样 条 函数 。 
如 果 x(w, w) 还 满足 第 三 个 条 件 , 即 
(3) x (wi, Wj) m Xi (一 1 2 m 1,...,m), 
其 中 xi 是 给 定 的 常数 ,那么 称 +(x, w) 为 D 上 的 插值 双 三 次 样 
条 函数 . 
事实 表明 ，D 上 关于 分 割 和 A 的 双 三 次 样 条 函数 的 全 体 构成 一 
个 (n 十 2) x (m 十 2) 的 线性 空间 。 它 的 每 一 个 元 素 可 表 成 


于 十 2 丧 十 了 


+(n, w) 2, augps(u) pw), (1.1) 


sol :i=l1 


式 中 pu) ks Ls "sn 十 2) 是 关于 分 割 As 的 三 次 样 条 隧 
数 所 组 成 的 线 柱 空间 如 的 基 ; J.(w) (1 一 1,，……, m 十 2) 是 关 
于 分 割 A。 的 三 次 样 条 函数 所 组 成 的 线性 空间 W 的 基 ，4, 是 党 
数 。 
x(u, w) 的 全 体 X 就 是 U 和 Ww 的 张 量 积 ? 
UOW. 
1) 设 7 是 fe。8] 上 的 函数 的 线性 空间 ，W 是 [c，d1 上 的 能 数 的 线性 空间 ， 


u(x) < VU, AED, €W, X(x, y) 一 uCx)wty) 的 全 体 称 为 [a， blx[c,dl 上 的 
张 量 积 , 记 为 U0@BW.、 
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pw)pA(w) (一 1 2 十 2 一 1 1 十 2) 是 它 的 基 。 
从 (1.1) 立 刻 可 以 得 到 
定理 给 定 了 
xijs Pai, digs Sap (人 一 1 ns fl, 1， 
cml,n,8= 1,m), 
便 可 唯一 决定 双 三 次 样 条 函数 x(u, w)， 使 它 满足 
tuiy Wi) 一 zx xu(tey Wi) = Poi, 
Wg Wp) 一 igs Xuv(Uas Wg) 一 Sap. 2 
在 双 三 次 样 条 澳 数 的 实际 使 用 中 、 我 们 一 般 采用 在 DD 的 每 个 
元 素 D 上 的 分 块 表示 ,以 代替 (1.1). 
假设 在 Di (一 2 … 01 一 2,… mh) 给 定 了 
Mi-1j-1 Mi 人 -1 1 
Xij-! Xij dij-! 95 
Dist jy Dns Wid Orsi 
Pij-: Pis Sij- Si 


(cj) ? (1.3) 


其 中 
Pi; = ru(ui, wi), qij = XUiy Wi), Sij wn Yuli, Wi), 
那么 ， 我 们 按照 上 述 定理 便 可 唯一 地 决定 x(n，w) 在 Di 上 的 
表达 式 . 
首先 考察 在 [0，1] 上 单 变 数 “ 的 三 次 函数 p(n); 如 果 它 满 
足 边界 条 件 
p(0)=p, pl)=P, P(0)=m, Pp(l)=m, 
那么 
plu) = Folu)po 十 Fi(u)ps + Golu)m t+ Gi(u)m, (1.4) 
其 中 
FA(u) = 2u — 3u 1, 
Fi(u) = — 2w + wu, 
Cat) 一 ze -— 1), 
Gu) = wu — 1). 
(1.4) 称 为 Hermite 插值 公式 ，。 


(1.5) 
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如 果 把 区 间 [0, 1] 改 成 [ws wi]、 则 有 
pl(u) 一 PoF, (= + pF, (: 二 -| 


二 
生 


+ hb; [mG (< =) + mG (一 所 > (1.6) 


这 里 有 i 一 ww 一 wi-1。(1.6) 还 可 写成 矩阵 形式 
pu) 一 


F (一 F (=) h.G (: 二 hiG (二 后 
( hh hh 人 \ 4. 


或 
po 
Plu) = UA(h:) Pl, 
0 
其 中 
U 一 ((u rm Ui) (wx Ui) (zx Ui-1) 


2 二 1 1 
有 有 忆 民 
一 3 3 一 2 —1 

A(hi) = 琅琅 万 | 
1 


hs 
.0 0 0 
一 人 0 0 0 

其 次 ,对 (1.3) 的 每 一 列 ,利用 (1.7), 我 们 得 到 


Ki fl 
, Xi ji 
x(u, wy-1) UA(h;) 1 1» 
5 一 】 1/ 一 


p; /一 


。246 。 


<“ ) pb 
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(1.7) 


1 ), 


(1.8) 


xf《U， wj) UA(h;) | 3 


4di-i ;~—1 
di j;-1 
q(u, wi-i) 一 UA(h;) 》 
| 1-1 
S$; 7 -1- 
9 -1 1 
qii 
q(u, wj;) = UA(h.) 


$j; 
最 后 ,应 用 (1.7) 到 x《w, twin1)，x(u, twi), 9(u, wi-t), 9(u, 
wi)， 并 议 gj 一 wi 一 wj-: 代替 h;, 以 
W = ((w— wi) (2 一 wi-1)” (wo—wi) 1) 
代替 U , 我 们 有 


xt(u, Wi;-1) 
x(u, wi) 
qd (4, Wi-1) 


于 是 q(u, wi) 
r(u, 1w) 
= (x(u, twit) x(u, wi) Iu, wi-i) 
q(u, wi))A'(g;)w’ 
= UA(h)(c)A(G)W,. (1.9) 
这 就 是 x(u,w) 在 Di 的 表达 式 , 4' 与 W' 分 别 表示 4 与 W 的 转 置 . 
剩 下 来 的 疗 题 是 如 何 求 出 各 点 (wi, w;) 上 的 pi;, 9i; 和 Sn。 
对 此 ， 我 们 把 第 六 章 中 所 述 的 三 次 样 条 函数 的 连续 性 方程 应 用 到 
这 里 来 。 具体 步骤 如 下 : 
(1) 设 w 二 wi;， 分割 为 Au, xy xz，xzo 为 插值 数据 ， 
且 Pi;, Ps 为 边 寞 斜率 , 解 出 三 次 梓 条 遂 数 的 连续 性 方程 ,从 而 算 
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x(u, WwW) =— WHA(g;) 


出 Pyi,***, Pr-ii, 

(2) 设 ws 一 wi:， 分割 为 Aw, xns za .…，xim 为 插值 数据 ， 
且 49, 4im 为 边界 斜率 , 解 出 连续 性 方程 ,从 而 算出 qs,*… ,4im-i。 

(3) 设 w 一 wi(wm), 分割 为 As 4us***, 4mn(qim,*'*39nm) 
为 插值 数据 , 且 Su 和 Se。 (Su。 和 5sm) 为 边界 斜率 ， 解 出 连续 
性 方程 ,从 而 算出 Sa Su(Szm， 站 SA 

(4) 再 设 wu 一 wi， 分割 为 Av， Pn，***, Pim 为 插值 数据 , 且 
Sn 和 5;m 为 边界 斜率 , 解 出 连续 性 方程 ,从 而 得 出 所 有 的 Ya。 


习 题 


i. 验算 Hermite 插值 公式 (1.4). 

2. 试 证 41.5) 中 的 四 个 函数 有 下 列 数值 : 
FA(0) 一 1， Fo(CD 一 Fo(0) 一 Fo(1) 一 0， 
Fi(0) 一 0， F(l)=1, Fi(0) = Fi(1) 一 0， 
Go(0) Go(1) 0， CC0) ee ] ， Goll1) 一 0， 
G(0) = G1)=0, G0) 一 0， GCT 一 1， 

3. 证 明 满 足 条 件 (1.2) 的 双 三 次 样 条 函数 唯一 地 存在 。 


$2. 双 三 次 曲面 


双 三 次 样 条 函数 的 概念 和 算法 是 deBoor 在 1962 年 提出 来 
的 。 上 一 节 的 内 容 取 自 deBoor 的 文章 Bicubic spline interpolation， 
J. Math. Physics, A1(1962), pp. 212 一 218. 

双 三 次 函数 的 概念 和 算法 可 以 直接 推广 至 向 量 形式 ， 即 双 三 
次 曲面 。 

如 果 已 知 R 中 的 向 量 组 

Yiiy Rs Qips Sap (一 1 nf 1,... ?3 7 
Gl,n;P= 1,m), (2.1) 

则 可 用 $1 的 方法 ， 分 三 次 算出 三 个 双 三 次 样 条 天 数 x(w，w)， 
y(nu, w) 和 s(w, w)， 于 是 向 量 阔 数 
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7 一 


r(u, Ww) == (x(u, Ww), yu, w), 2(u, w)) (2.2) 
就 表示 双 三 次 曲面 。 它 满足 
r(Wi, wi) = iis 
rsa, wi) 一 Pi, 
ru(ti, we) 一 Qie, 


ruw (Ha, wep) 人 ‘Sop, 


从 (1.9) 得 出 各 分 块 的 表示 


r(u, w) 一 UA(h) (Ci) A (g)W', (2.3) 


Pi Wa Qn Qin; 
rij rT; Qijis Qi 
eng sy a ws: 
P, i~1 Pp S; i-! Si 

在 实际 问题 中 ， 往 往 没 有 给 出 参数 (wu, w) 的 区 域 了 和 分 割 
人 A。 我 们 可 以 根据 累加 弦 长 作 参 数 的 办 法 作出 如 下 的 决定 : 挑选 
适当 的 i。 和 h, 对 j 行 和 ji 列 分 别 算出 弦 长 


h; = rm — Ti i ， 和 人 1 


其 中 


(cm) 一 (2.4) 


Bi | Wa Wi, jt 1 一 2 1。 


令 
H= > h, G = 2 gi 
则 
D= {0,H] x [0,G]. 
分 割 A 由 
Ui = Ww ==: 0, nH; = Si 
i (i = 2, 71 一 2， ，71 
决定 . 


男 外 ， 在 已 知 7 而 未 给 定 Ps Qs， ‘Sup 的 场合 ， 我 们 根据 
第 六 章 $ 6 的 办 法 可 求 出 Psj, Qis 和 Sop. 
在 与 江南 造船 三 的 协作 过 程 中 ,我 们 曾 使 用 过 双 三 次 曲面 , 取 
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得 了 较 好 的 效果 ， 


$3, Coons 曲 面 


Coons 在 一 篇 报告 (S.A. CE Surfaces for computer-aided 
design of space forms，4D-663504，1967) 中 。 发 展 了 他 在 1964 
年 的 想法 , 提出 了 构造 曲面 的 几 种 数学 方法 。 后 来 人 们 称 这 样 构 
造 出 来 的 曲面 为 Coons 曲面 , 目前 这 些 曲 面 已 被 广泛 地 应 用 于 计 
算 机 辅助 几何 设计 中 。 

这 里 我 们 沿用 Coons 的 简 记 方法 ,来 表达 一 个 在 [0,1]x[0， 

1] 上 定义 起 来 的 曲面 


11 r(u, 82)， (3.1) 
基于 并 简 记 为 
Uw; 
yy 它 的 四 条 边界 曲线 
r(u,0),r(us1),r(0,w),r(l,w) 
分 别 简 记 为 


% Wu0, ul, 0w, lw; 
图 8-2 相 邻 两 条 边界 的 交点 简 记 为 
00，01，10，1i， 
称 为 (3.1) 的 角 点 。 另 外 还 有 记 法 


B(xz) 


40, = (uw ) 
Ou 


9 
w=0 Ow 


等 等 ( 见 图 8-2). 
第 一 类 Coons 曲面 是 由 四 条 边界 w0, xl, 0w, 1w 完全 决定 


F, 
uw = (uO0 ul) (. 


-AO AD (EC) GD 


Ow 
lw 


) + (FPC Fw)) (1 ) 
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第 二 类 Coons 曲面 是 由 四 条 边 措 曲线 


u0, ul, Ow, lw 
和 四 条 边界 上 的 方向 导数 


决定 的 ,公式 是 
Fo(w) 
F,(w) 
Uw = (U0 ul uO wl, 
CR 0 
Gi(w) 


0w 
+ (Folu) Filu) Gow) Go “ 


1 ww 
— (Fo(u) Fi(u) Gou) Gi(u)) 
00 01 00. 01 F(w) 
10 11 10。 i Fi(w) 
00s, 01, O00 01 llGoAw) 上 
10,. lls lO 11 ‘Gi(w) 


(3.2) 和 (3.3) 中 出 现 的 四 个 闷 数 F。，F,，G。，G， 满足 下 列 
条 件 : 


(3.3) 


Fo(0) 一 1， Fo(1) 一 Fo(0) = Fol1) = 0, 
F.(0)=0, Fi(1)=1, F'(0)= F'(1)= 10, 
Go(0) = Go(1) = 0, Gd(0) = 1,601) 一 0， 
Gi(0) = G(1)= G6(0)=0, GCC) 一 1， 
我 们 称 这 些 为 混合 遂 数 或 调配 水 数 (blending functions). (1.5) 
式 中 的 四 个 函数 就 是 最 常用 的 混合 函数 。 此 外 ，Coons 在 他 的 文 
章 中 还 举 出 下 列 四 个 函数 : 


Fo(z ) = cos” u, F.(u) = sin’ > 2 ， 


(3.4) 
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Ci(zx) We 


《3.2 ) 和 (3.3) 还 可 写成 如 下 更 简洁 的 形式 : 


0 |u0 wl —1 
Hw 3—(— 1 Fu) "ol 0w| 00 01 le } (3.5) 
10 11 F.(w) 


lw 


和 
uw = 一 《一 1 Feu) Fi(u) Golu) Gi(u)) 


0 [au0 wl zx0。 xl —1 
0w| 00 01 00。 01。 || FCw) 
lw|l 10 11 10。 1l1。 Fi(w) | . (3.6) 
Qwsl 00,. O01, 00%w 01.。 Golw ) 
lw! 10,. Els lO llyw Gi(w) 

我 们 可 以 年 接 验 证 , 第 一 类 Coons 曲面 是 以 四 条 已 知 曲线 为 
边界 的 。 两 片 具有 公共 边界 的 第 一 类 Coons 曲面 是 连续 拼接 着 ， 
但 是 不 光 沸 的 . 

第 二 类 Coons 曲面 不 但 以 四 条 已 知 曲 线 作 为 边界 , 而 且 以 另 
外 给 定 的 四 个 向 量 函 数 作 为 边界 上 的 方向 导数 。 它们 分 别 是 边 
界 * 曲线 上 各 点 的 wv 方向 的 导数 和 边界 wv 曲线 上 各 点 x 方向 的 导 
数 。 因 此 , 当 第 二 类 Coons 曲面 两 片 相 拼接 时 ， 很 容易 做 到 一 阶 
连续 或 光滑 拼接 . 

如 图 8-3 所 示 , 只 要 成 立 

lew 一 0z ， 
lw 一 20m。， 


这 两 片 Coons 曲面 就 可 以 光滑 拼接 ， 
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和 


二 
2 


可口 宁 对 


_ 
一 
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如 果 要 构造 曲面 使 得 它 能 适合 边界 上 对 曲率 的 要 求 ， 那 就 必 
须 用 第 三 类 Coons 曲面 ,而 对 此 项 需要 三 对 混合 函数 。 如 果 采 用 
多 项 式 来 作 混合 函数 , 它们 的 次 数 便 不 能 低 于 五 次 。 详细 情况 这 
里 从 略 . 

至 此 为 赴 ,我 们 对 边界 曲线 和 方向 导数 没有 附加 任何 限制 ,就 
是 说 :它们 可 以 是 各 种 向 量 画 数 。 对 混合 函数 也 是 这 样 ,只 要 它们 
满足 (3.4) 即 可 。 这 样 构 成 的 Coons 曲面 是 最 一 般 的 . 

如 打 取 (1.5) 式 中 的 四 个 函数 为 混合 函数 ,而 且 规定 nw0， wl， 
0w，1w 和 x0v，xl，0w，1lw 都 是 由 角 点 上 的 信息 

00 01 00。 01, 

10. -11 10 11,, 

00,. 01l, 00, 0l,w 

0 Tl 0. Tl 
所 决定 的 三 次 函数 , 即 


0w Fo(w) 
lw F,(w) 
0w) Golw) 1 7) 
lw Gi.(w) 


(u0 ul zx0w。 ulw) = (Folu) F,(u) Golu) Gi(u))C, 
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那么 将 它们 代 人 (3.3) 的 结果 是 


/Fo(z) 
dw = (FA(u) Fl(u) GoGa) Gu))C 
G(w) 
0 (3.8) 
其 中 | 
2 -==2 2 
二 和 二 
M 9 
0 0 
1 0 0 


U=(uw 1), Wa= (ww ww 1)., 

它 与 $2 中 的 双 三 次 曲面 的 分 块 表达 式 (2.3) 相 一 致 。 实际 上 , 只 
要 在 (2.3) 中 取 一 g; 一 1， 就 得 到 (3.8). 

下 面 举 两 个 例子 。 以 分 别 表 
示 如 何 用 三 次 参数 曲线 拟 合 四 分 
之 一 的 圆周 和 用 一 片 双 三 次 曲面 
拟 合 单位 球面 的 八 分 之 一 ， 这 些 
都 是 Coons 首先 提出 的 . 


例 1 如 图 3-4 所 示 , AB 是 
0 点 为 圆心 ，* 为 半径 的 四 分 之 
一 圆周 。 我 们 要 用 三 次 参数 曲线 
去 拟 合 这 段 圆 弧 ， 这 时 ,边界 条 


件 如 下 : 
A(C0,0.-1) p(0) 一 (0，0，r)， 
8-4 p'(0) = +(0, 1, 0), 


pl1) = (0,7,0), p(1) = x(0,0,— 1). 
设 曲 线 为 
p(w)= (0,0,7)F(w) + (0,r, 0)F.(w) 
+ +4(0, 1, 0)Go(w) 十 jp(0,0, — 1)G.(w), 
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或 者 写成 坐标 形式 

xx 一 0， 

y= rF(w) + 1G(w), 

z= r+F(w) — 4G(w). | 
这 里 的 4 和 4 是 可 以 任意 选取 的 。Fo(w)，F,(u),，Go(4)，Gi(x) 
由 (1.5) 式 决定 . 为 了 使 它 更 加 逼近 圆 弧 ,我 们 可 挑选 4 和 ,使 通 
过 圆 弧 的 中 点 。 即 


于 是 有 


解 得 


图 8-5 


es 255. 


最 后 ,得 到 三 次 参数 曲线 
plw) = (0, 0, +)Fo(w) + (0,r, 0)F,(w) 
+ 2[(0, 1, 0)Gow) + (0, 0, — 1)G.(w)]. 
例 2 图 8-5 表示 了 单位 球面 在 第 一 卦 限 的 部 分 。 我 们 将 用 
一 片 双 三 次 曲面 来 拟 合 它 ， 
从 图 8-5 明显 地 看 出 : 
00 = 10 = (0, 0, 1), 
01 = (0,1,0), 11 = (1, 0, 0). 
因为 边界 曲线 0 退化 成 一 点 ,所 以 
00, = 10, = 0, 
为 了 利用 (3.8), 还 必须 确定 
01s, lls, 00%, Ol,, 10%, 1ls, 00uww, Oluws 10wws lew. 
首先 用 例 1 中 的 办 法 可 定 出 
00。 = a(0, 1, 0), 01。 = a(0, 0, — 1), 
10w = a(l, 0,0),， 11, = a(0, 0, — 1), 
这 里 : 
a= 4(V 2 — 1). 
所 以 边界 曲线 为 
0w == O00Fo(w) + O01F(w) + 00sGow) 十 01.GCw)， 
lw = 10F(w) + 11F(w) + 10wsGo(w) + 11vGi(w). 
当 固 定 必 时 , 平行 于 Oxy 平面 的 贺 半 径 就 由 0w 与 lw 的 ?> 分 
/ 
p(w) 一 Fi(w) + aGolw) 
来 代替 。 再 用 例 1 的 办 法 , 求 出 « 曲线 的 两 端点 切线 
0Qw, 一 ap(w) (1, 0,，0) 
和 
lw = ap(w)(0, —1, 0). 
于 是 
Owuw = a(Fi(w) + aGow))(1, 0,0), 
lwww = a( Fi(w) + aGodw))(0, — 1,0), 
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最 后 得 到 
00uw = a(l,0,0), 10%, ~—= a(0,— 1,0), 
01.. = 11.. = 0, 
将 这 些 角 点 信息 代 人 (3.8) 式 ,我 们 就 得 到 
r+ 一 p(u)p(w), 
y = (Fou) — aGi(u))p(w), 
z= Fl(w)— aG(w). 
容易 验证 x 十 十 2 心 1, 


$ 4. 三 角 域 上 的 光 请 插值 


三 角 域 上 的 光滑 插值 法 往往 比 矩 形 域 上 的 要 来 得 合适 一 些 ， 
因为 后 者 只 能 用 于 特殊 情况 , 构造 张 量 积 曲 面 是 一 个 例子 。 对 于 
本 来 就 有 着 三 角 间 分 的 那些 曲面 来 说 ， 三 角 域 上 的 插值 就 必然 更 
合适 了 . 

三 角 域 边界 值 的 光 请 插值 函数 首先 出 现 于 R. E. Barnhill，G. 
Birkhoff 和 W，J. Gordon 的 论文 (Smooth interpolation in tri- 
angles, J. of Approximation Theory, 8 (1973)). 

设 T 是 xy 平面 上 顶点 为 4(0, 0)，B(1, 0) 和 C(1,1) 的 
一 个 特殊 三 角形 。 当然 可 以 用 仿 射 变换 把 它 变 成 任何 一 个 三 角 
形 。A4B，BC 和 CA 分 别称 为 工 的 第 一 ,第 二 和 第 三 边 , 

对 定义 在 三 角形 T( 内 部 和 边界 ) 上 的 连续 函数 F(x,y)， 我 
们 考虑 三 个 投影 算 子 

Di: FF> DAF]I=U(r,)), i1=1,2,3, 


其 中 
U(r) Lp, y+ ET FG,y), .1) 
1 一 》 1 一 》 
ie (4.2) 
序 
1 一 x 
L xz ，》) = 一 一 一 一 PFCxz 一 ,0 
人 ) 
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yy 了 
十 -一 -一 一 -一 上 1, 1 一 xx 十) 4.3 
[Fl ). (4.3) 


容易 验证 , UV; 恰恰 表示 在 工 的 第 i 边 的 平行 线段 上 的 线性 插值 
(图 8-6)。z 一 U(x,y》) 的 图 形 是 一 个 直 纹 面 , 它 的 母线 在 xy 平 
面 上 的 投影 平行 于 了 TT 的 第 i 边 。 这 些 性 质 在 仿 射 变换 下 都 是 不 变 
的 . 


440.0) (x—y,0) (x,0) BU,0) 
图 8-6 
字 ， ,和 ;是 不 可 交换 的 三 个 投影 算 子 、 事 实 上 


DDIF] 一 1 = F(y, y) 


和 > [(1 —y)F(1,0)+yF(1,1)], (4.4) 


PPIIF] = LI ~ x)F(0, 0) + xF(1, 0)] 


人 


十 二 F(x, *). 
x 


(4.5) 
.Fi 所 FB1， 但 有 趣 的 是 在 工 的 边界 67 上 却 成 立 了 : 
DDI[F] or i DDI[F] |er. 


* 258。 


0* = [PBDI) + (BBP 


GE 关公 


和 
o* = 二 六 cp 一 +3 99 TD POD,, 

3 1=1 i 1 二 7 

其 中 
DODi = Bi+ Di— DD 
被 称 为 布尔 和 。 
如 令 
[PBDIF] = U(x, y), 

则 


Uilar = F |or. 

由 此 也 证 明了 (x, y》 的 插值 性 质 ， 

为 了 对 范 数 F(x,y) 和 它 的 法 向 导数 插值 ， 我 们 必须 利用 
三 对 三 次 混合 函数 ， 

和 (4.1),《4.2) 和 (4.3) 相 类 似 ,我 们 以 Hermite 插值 取代 线性 
插值 ,并 作 投 影 算 子 上 2,，22 和 .22,， 其 中 

DAF] = FAX)F(Y, y) + GAX)(1 — y)F.(y, y) 

十 F(X)F(1,y) + GX) — YF(1,y), (4.10) 

这 里 的 F, Fi, Go, Gi 就 是 前 几 节 用 过 的 Hermite 形式 的 混合 
了 项 数 ， 


X= 
l~—y 
经 计算 得 知 
DIP] eet po, y) 
y 


i Fly, 9) 


We se 
Es (= F(1,y) 
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WA A ed 


(+ i Dp (1,y). (4.11) 
= 


同 理 , 得 出 
DPF] = 人 F(x, 0) 


2 
+ (=20YF,(r, 0) 
XX 
2 —- 
十 7 (3x — 27). 27) F(x, xy) 
X 


Pe A et Ne (4.12) 


-人 一 z) 437 一 * 十 1) F 一 y 0 
DLF] 0 (x —», 0) 


委 [F(x — y, 0) 
+ F(x — y, 0)] 
ee 下 F(1,1—x+y) 
十 IF 1 — +) 
+ F,(l, 1—x+})]. (4.13) 
可 以 验证 : 在 97 上 有 
F(y,y), x*=y, 
F(0, 0)F,Cx) + F.(0, 0)Go(x) 
PPDUF] = + F(l,0)F(x) + F,(l,0)G(x), y= 0, 
F(1, 0)F,(y) + Fy(1, 0)Goly) 
+ F(l, 1)F.Cy)+F,(1l, 1)G.(y), +* = 1., 


今 
Us = (DBD)LF]. (4.14) 
对 于 FE CT) 成 立 下 列 关 系 : 
到 OUi| 9F 
Uilar— Flar, Pil = ol (415) 
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这 里 2 表示 在 6T 上 的 一 阶 法 向 导数 ， 
三 对 三 次 的 混合 函数 构造 的 插值 曲面 WwW (x, y) 决定 于 算 子 


3 
9- 9 5 pip, 


irl ‘oy 
即 
OLF] es W(x, ?7)。 
在 边界 上 成 立 
Bw _ OF 
W=F 和 Ds (4.16) 


$ 5，Bezier 曲 面 


5.1 张 量 积 Bezier 曲面 


定义 已 知 R 中 (mm 十 1 十 1) 个 点 
bi i= 0,1,.…,m,i= 0,1,...,n), 
m# 次 张 量 积 Bézier 曲面 的 表示 式 是 
P(x， w) > > BimCu)Bj;,,Cw )bi;, 


i=0 j=0 . 
(su, w)€ {0,1] x {0,1], (5.1) 
这 里 ，Bi,m, B;,, 是 Berastein 基 函 数 ( 见 第 六 章 $ 7)。 连 线 
bibijsns 一 0 1 1 7 一 0 1 2 一 1) 
和 . 
bp (i= 0,1,..., ee l,j = 0,1,...,7) 
所 构成 的 网 格 ， 称 为 ”Btzier 曲面 的 特征 网 格 ，6b;; 称 为 顶点 ， 
biibiirs 和 bijbirsi 称 为 边 (图 8-7). 
从 Bernstein 基 函 数 的 性 质 ， 我 们 可 以 推出 Bézier 曲面 的 一 
些 明显 的 性 质 。 
(1) «曲线. 


Plu, wo) 一 > Bi,n(u) (> Bj, wo)bi; ) 
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是 以 > Bwo)bi (i 二 0, 1,:…,m) 为 顶点 的 m 次 Bézier 曲 
线 ,特别 是 
Pl(u, 0) 5 B ,mu)bin, 


PpP(u, 1) 3 > Bim(u)bi,s, 


同 理 ,w 曲 线 是 4 次 Bézier 曲线 . 
(2) 曲面 P(xn，w) 通过 特征 网 格 的 四 个 角 点 ， 并 且 在 角 点 
处 的 切 平面 是 过 角 点 的 两 条 边 所 在 的 平面 , 
(3) 凸 包 人 性质. 
由 于 
Bim(u)B;,,(w) 之 0， 
> 之 Bim(u)Bi,n(w) = 1, 
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P(u, w) 在 全 体 网 格 顶点 的 凸 包 内 , 

当 一 1 (或 x 二 1) 时 ,vw 曲线 (或 ww 曲 线 ) 是 直线 段 ， 
Btzier 曲面 是 直 纹 面 。 

当 一 2 一 1] 时 ,如 bm, bw, po bi 共 面 ， (5.1) 决定 一 个 
平面 ;如 po， bot, bw, bu 不 共 面 ,我 们 不 妨 取 仿 射 坐标 系 使 它们 分 
别 为 (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)。 于 是 (5.1) 

Pl(u, w) = (1 — au) — ww)bwt (1 — “wbw 
+ ull — w)br t+ uwby 


成 为 
=wW— Uw, 
= HC— Ww, 
2 一 UW, 


这 曲面 显然 是 二 次 曲面 
(zx 十 zy)(7 十 z) 一 z。 
由 于 sw 线 与 w 线 都 是 直线 , w 线 都 平行 于 平面 
x 二 2 二 0， 
所 以 _P(w, w) 是 双 曲 抛物 面 。 
当 m 一 2 一 2 时 ,两 族 参 数 曲 线 都 是 抛物 线 。 
最 有 用 的 是 m = wz = 3 的 情形 。 这 时 
Pl(u, w) = (Bosu) Be) Be) B,(u)) 
bo po bo bo\ /Bo,slw) 
bo by bu bs ll Bw) 
bn ba bn bn)\Bssw) 
bw bs ba bs ‘Bss(w) 
一 UN(b;)N'™WT. (5.2) 


其 中 
U=(s wu 1),W=(w w w 1), 


-= 1 3 :=3 1 


3 一 6 3 0 

AN 一 6 
= 一 3 0 0 
1 0 0 0 
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将 (5.2) 与 双 三 次 形式 (3.8) 比 较 , 便 可 求 得 存 阵 〈c) 和 (i) 的 
关系 。 

和 Btzier 曲线 相 类 似 ， 我 们 可 以 建立 Bézier 曲面 的 作 图 定 
理 与 剖 分 定理 

设 (w, wo)e [0, 1] x [0, 1]. 我 们 将 用 几何 作 图 法 直接 确 
定 P(w, wo) 的 位 置 和 曲面 在 这 点 的 切 平面 的 位 置 。 令 

b= bi;, 1=0,1..……,m,;)=0,1,...,7n, 
且 定 义 运 算 
pW) BR) = (61), i=1,.…,n, 
它 决定 于 下 列 公 式 : 
bi 一 《1 一 wo) bi -1 十 wobii,e 
她 ,是 妨 -w60, 的 定 比分 点 , 即 
bi 1b, wobii 1b 


( 见 图 8-8). 


bo 


01 
办 21 


20 es 
图 8-8 
同 理 ,将 %(wo) 作用 于 《如 ), 便 得 到 (如,), j= 二 2, 7， 
如 此 类 推 ,最 后 将 (wo。) 作用 于 (如 )， 得 到 媒 。 这 一 过 程 
可 写 为 
B= wnt wobis, fr 二 7," 1, 
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设 p(w) 是 另 一 种 由 下 列 式 了 决定 的 运算 


pu) (0 = (bh), 天 一 1,..., ms 
其 中 
Bi = (1 — uo) bh} 十 wob 和 
同样 
Puo) Cb}i) Co ，» =2,..*',ms 
其 中 
bei = (1 一 wu)0! sy TT tobi, jo 
一 般 地 
9(zo)(C0t 5i) 一 一 《2 ij), 4 二 请 ,mm 
其 中 


bh = (1 一 bo) + top ?, 
如 果 将 p(w) 作用 到 (2&4 *)，、 并 且 连 续 作 用 mm 次 ， 那么 最 后 得 到 
Fs 0 = (上 人 uo) bm! 部 十 Uob™™! - 人 
由 Bezier 曲线 的 作 图 法 可 知 
> Bj,,(wo)bii pi bin 9 


ij=0 


> B; (如 = bo2， 


i=0 
所 以 
P(wo， wo0) 一 Dmam9 
即 
pu)p" (wo) (bi) = Plu, wo). : 

可 以 证 明 ， p(w) 和 g(wo) 对 任 一 网 格 点 的 作用 是 可 以 交 
换 的 。 这 只 要 注意 到 p(w) 和 yw(wo) 对 任 一 空间 四 边 形 4BCD 
是 可 以 交换 的 事实 。 实 际 上 , 令 

i 
F = (1— wo)C + woD, 
GC = (1 mA + WC, 
H= (1— %)B + wD, 
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则 
(1 — uu)E + wrF = (1 — wo)G + woH = J, 
并 且 已 , F, G, 日 , 五 点 共 平 别 。 因 此 
pb" wo) "(uo) bi) = Plu,, wo), 
下 面 ,我 们 将 求 曲 面 在 Pl(w, wo) 处 的 切 平面 。 显 然 


划一 pri!l1 Do El b= 2 . 
"(wo) pum) bn) 一 人 )， 


So ee 
Onl 
Swe)p" (ua) (6) 一 人 
p(wo) gp” uo) (bi) = (br sibn 2 ). 
根据 Bézier 曲线 的 作 图 法 可 知 
Pw(w%,, wo) = nbm-i 六 #9 
Pw, wo) = mb sib” 2 
于 是 我 们 得 到 
作 图 定理 设 (4,;) 是 Bezier 曲面 (5.1) 的 特征 网 格 的 顶点 ， 
对 任 一 (wo， 1W0) € [0,1] x [0, 1], 我 们 有 
P(uo, wo) 一 qp”u)p" (wo) (bi;) = bm ss 


一 一 一 一 一 一 -一 一 (5.3) 
nuo, wo) 一 bl bm 3 X bm ra-ibms™, 
其 中 
Ce Do = (1 — wot +t wobr fo, (5.4) 
Pu) Oh): bh'i = (1 — woR 十 wo 全。 


n(u, wo) 表示 Pl(w, w) 在 〈x，xwo) 处 的 法 向 量 ， 

我 们 还 可 以 证 明 

剖 分 定理 设 一 点 (wm， wo)《 (0, 1) X《〈0，1L)。 一 个 Bézier 
曲面 (5.1) 可 剖 分 为 四 块 Bzier 曲面 , 它们 的 特征 网 格 的 顶点 分 
别 是 

(GD), Gn), bm) (bus ), 

且 决 定 于 (5.4)， 

证 明 略 . 
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另 一 方面 ,必须 指出 保 凸 性 命题 对 Bézier 曲面 不 成 立 。 例 如 

m 二 1 二 2、， 九 反 的 特征 网 格 顶 点 是 

(a, Pp, —h), (0,0,0), (a, p, 4), 

(cy a, — h), (0,0,0), (a, ay h), 

(p» 4, —h), (0, 0,0), (p, cc h), 
其 中 p > > 0。 虽然 特征 网 格 由 四 个 梯形 构成 ， 并且 是 一 个 凸 
多 面体 的 边界 的 一 部 分 ,但 当 o > 3a 十 时， 相应 的 Bézier 曲 
面 不 是 凸 的 《图 8-9)， 


pe 


(xy 

(a, ,“ 记 ) (op, h 

(a 0 用》 
(Pp ,2 , -h) 《2 ， “89 

S| 2 
~ 
\ 0,0) 
党 
图 ”8-9 


事实 上 ,很 容易 从 Gauss 曲率 公式 
K= ECP P,, OI A 全 (Pa Pas P,)’] 


计算 出 


这 里 
D = (P, Xx P.) . 
但 是 ,关于 Beézier 曲面 的 出 性 ， 我 们 可 以 证 明 一 个 比较 强 的 
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er 


定理 : 
设 Bezier 曲面 的 特征 网 格 的 顶点 (5b;;) 满足 
(1) 所 有 的 顶点 和 边 是 《好 ) 的 凸 包 的 顶点 和 边 ; 
(2) bii, Disiti, Bituis Ditwiti 构成 平行 四 边 形 ， 
则 该 Bézier 曲面 是 此 的 . 


5.2 三 角 域 上 的 Bezier 曲面 
对 三 角形 4BC 所 在 的 平面 上 的 一 点 P?， 引 进 重 心 坐标 (或 


面积 坐标 ) P(ui, U2, u;) ， 它 满足 
Ut w+ w= 1., 


它 的 几何 意义 是 
S S 4 
Wi 一 AP8c ， W; = 2AFc4 ， us = AP4B ， 
S AuBc AL- 了 BC SA4Bc 


其 中 Sa 表示 该 A 的 有 向 面积 ( 见 图 8-10). 对 AA4BC 内 部 或 边 


界 上 的 点 , 恒 有 
ui 之 0， u; 之 0， Ww 之 0。 


A 
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三 角 域 上 的 = 次 Btzier 曲面 片 是 参数 三 角形 到 R’ 的 一 个 映照: 
m1 i 
0 
1 次 0 
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Vi 称 为 它 的 特征 网 格 的 顶点。 易 知 三 角 域 上 的 ”次 Btzicr 曲 
面 共有 下 二 2 个 顶 总 。， 特 征 网 格 由 


AVirsrViraVinn (人 一 4 203 十 7 十 《十 工 一 2) 

和 
AWVi-i 一 Gi = 1,..…,7 一 1l,2 十 7 十 4 1 ee 2) 

拼接 而 成 . . 

与 张 量 积 Bézier 曲面 相 类 似 ， 三 角 域 上 的 Bézier 曲面 也 有 
一 些 明 显 的 性 质 : 

(1) 有 (xi u,, us) 在 它 的 特征 网 格 的 出 包 内 ; 

(2) 边界 曲线 B(0, wu,, “3)» B(wu, 0, xs) 和 Bl(u,, ui, 0) 
分 别 是 对 应 的 边界 顶点 所 决定 的 Bézier 曲线 ; 

(3) Blw, ws us) 过 三 个 角 点 , 且 在 角 点 处 与 特征 网 格 过 该 
点 的 平面 相 切 。 如 2 一 3， Bl(wu,, Wy us) 过 Vm 且 与 Vm, Vw 
和 Vw， 所 决定 的 平面 相 切 ( 见 图 8-11). 

同样 ,对 三 角 域 上 的 Btzier 曲面 ， 作 图 定理 和 剖 分 定理 也 成 


8-11 
立 。 也 可 举例 子 证 明 保 同性 命题 不 成 立 ， 这 些 就 不 介绍 了 。 有 兴 
却 的 读者 请 参阅 下 列 资料 : 


(1) M. A. Sabin, The use of piecewise forms for the numerical 


representation of sharp dissertation, Budapest, Hungary, 1977, 


。 270。 


(2) R. N. Goldman, Using degenerate BeEzier trianglss and 
tetrahedra to subdivide Bézier curves, C. A. D., 6(1982), p. 307. 

(3) R. N. Goldman, Subdivision algorithms for Bekzier tria- 
ngles, C, A, D., 3(1983), p. 159. 

(4) Geng-zhe Chang and P. J. Davis, The convexity of Be- 
rnstein polynomials over triangles (unpublished). 

(5) G. Farin， Designing cl surfaces consisting of triangular 
cubic patches, C. A. D., 5(1982), p. 253. 


$6.8 样 条 曲面 


我 们 按照 张 量 积 很 容易 地 把 8 样 条 曲线 的 定义 推广 到 B 样 条 
曲面 . 
定义 (等 距 B 样 条 曲面 ) 已 知 R 中 (M 十 1)(N 十 1) 个 
点 的 序列 bii(s = 0,1,.".,M， 1 二 0， 1,...,N) 时 ， mn 次 参 
数 曲面 
P(x， w) = SS > FimCu) Fj,n Cw) brintis 0<&u, wl1 


称 为 mn 次 的 等 距 B 样 条 曲面 的 第 (*,1) 片 。 这 里 的 F,,n(w) 
和 Fji,n(w) 决定 于 第 六 章 的 (8.2) 式 ，m 过 M ,4 三 N。{b;} 称 
为 8 样 条 曲面 的 特征 网 格 的 顶点 . 

更 一 般 的 不 等 距 B 样 条 向 面 由 

P(u, w) 一 2biiBi m+(u) Bi,snt(w) 

表示 。 这 里 Bimr(x)，Bint:《w》 分 别 表 示 在 节点 序列 (4;) 和 
《5) 上 的 中 样 条 基 函 数 . 

我 们 不 再 深入 讨论 8 样 条 曲面 的 性 质 了 。 这 是 由 于 , 许多 重 
要 的 性 质 都 可 从 B 样 条 曲线 的 性 质 类 推出 来 ， 而 对 8 样 条 曲面 的 
内 在 性 质 的 研究 又 进行 得 很 少 ， 

和 Btzier 曲面 一 样 ,B 样 条 曲面 主要 是 用 于 自由 型 曲面 的 设 
计 和 的。 设计 的 步 又 如 下 ;” 先 给 出 特征 网 格 的 顶点 , 计算 并 显示 B 
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样 条 曲面 ,然后 修改 顶点 , 再 计算 显示 , 依次 类 推 ,直到 满意 为 止 。 
但 它 也 可 以 用 于 拟 合 , 即 从 已 知 的 离散 的 型 值 点 出 发 , 求 出 B 样 条 
曲面 的 特征 网 格 的 顶点 ， 使 得 所 确定 的 8 样 条 曲面 过 已 知 的 型 值 
点 。 我 们 称 它 为 反问 题 . 

求解 B 样 条 曲面 的 反问 题 可 以 化 为 求解 B 样 条 曲线 的 反问 
题 。 下 面 , 我 们 着 重 讨 论 三 次 等 距 B 样 条 曲线 的 反问 题 。 提 法 是: 
已 知 一 列 点 Pj (i 二 1, 2， 一 1)， 求 以 点 已 为 每 一 收 召 样 
条 曲线 的 端点 的 三 次 等 距 8 样 条 曲线 . 

设 bo, b1,"… , bs 是 要 求 的 8 样 条 曲线 的 特征 多 边 形 的 顶点 . 
根据 第 六 章 的 (8.9) 式 ,这 些 顶 点 必须 满足 方程 组 

bi-i + 46; + b+ = 6P,; (i=1,2,...,72— 1), (6.1) 

只 要 加 上 两 个 适当 的 边界 条 件 ,就 可 以 完全 求解 . 

上 海 飞 机 制造 三 在 一 个 试验 性 的 辅助 外 形 设 计 系 统 中 ， 采 用 
了 两 端 具 有 四 重 节 点 的 等 距 B 样 条 基 苑 数 ( 郑 会 琳 等 ,一 个 试 痊 性 
的 辅助 外 形 设计 系统 , 航空 学 报 ，3(1982))。 它 与 普通 的 等 距 B 
样 条 相 比 , 仅仅 开头 的 两 个 和 最 后 的 两 个 有 所 不 同 。 向 中 间 的 8 
样 条 基 则 完全 一 样 。 这 样 做 ,好 处 在 于 端点 有 了 良好 的 插值 性 质 . 
例如 ,在 第 六 章 的 (9.11) 中 , 首 端 满足 下 列 条 件 : 

p(0) 一 加， Pp'(0) = 3(6,— 5), 
p’ (0) = 3(6, — 6,) + 6(6, — b&b), 

即 这 种 卫 样 条 曲线 过 特征 多 边 形 的 始点 ， 并 且 与 特征 多 边 形 的 第 
一 边 相 切 ; 此 外 ， 还 可 以 由 使 用 者 控制 曲率 。 根据 边界 条 件 之 不 
同 ,我 们 区 分 三 种 情况 如 下 。 

(1) 已 知 P, Gi 一 0， 1, "“*°"*y n)， 求 两 端 是 四 重 节点 的 三 次 
8 样 条 曲线 ， 使 它 以 p,, P,, 六 Po -2， Ps 为 每 一 段 B 样 条 曲 
线 的 端点 ,而 且 P! 和 Ps-, 分 别 是 首 段 和 末 段 上 对 应 于 参数 


1 2 
# 了 
的 点 。 
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设 所 求 的 了 3 样 条 曲线 的 特征 多 边 形 的 项 所 为 各， 与 ;……，p， 
根据 第 六 章 (9.11) 和 (9.12) ,我 们 得 出 前 三 式 
bo = Po, 
8 61 43 


证 b, 十 A 
27” 4X27 : 27X12” 6x27 


b;, 一己， 


7 1 
让 外 二 人 32 二 = 


然而 用 第 三 式 改写 第 二 式 ， 
8b + 156, + 35, = 276 一 思 2。 
最 后 的 三 式 与 前 三 式 是 对 称 的 : 


六 二 Ay + bs_i 一 Ps, -2, 
6 4 


3ba) + 150。, + 8bs = 27P。, 一 Po sy (6.3) 
bs 一 P,. 
中 间 的 方程 是 
1 2 1 
人 1 一 3， 7 一 2 


于 是 bo, 00 满足 的 方程 组 可 写成 


1 bo 
3 15 3 b 
i 4 
1 2 1 b, 
6 3 6 
2 
6 3 6 
1 7 1 
6 B74 i 
3 15 8 bn-! 
1 bs 


p, 
27P.—P, 
P, 


er : (6.4) 


P。-: 
27P。_， EE P,., 
P, 


对 此 可 用 追赶 法 求解 。 

(2) 已 知 Pj;G 二 0, 1,-…, 7n) 及 两 端的 切 向 To，7。。 求 一 
B 样 条 曲线 , 使 它 以 P; 为 8 样 条 曲线 段 的 端点 ， 而 且 B 样 条 曲线 
的 首 末 两 端的 切 向 合 于 Te 和 7。. 


和 (6.4) 相 类 似 地 我 们 获得 方程 组 
1 bo 
一 3 3 b, 
: 7 2 | 
1 2 1 
6 3 少 
1 2 1 
6 
2 7 
3 一 ba- 
bs 
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: 9 (6.5) 


对 此 也 可 用 追赶 法 求解 
(3) 在 (1) 中 ,由 于 8B 样 条 曲线 特征 多 边 形 顶 点 的 数 目 多 于 已 


知 点 的 数目 ,因此 曾 加 上 了 两 个 条 件 : 对 应 于 首 段 参数 1 一 = 的 


点 是 已 ， 对 应 于 末 段 参数 4 = 四 的 点 是 P,_,。 这 里 的 二 和 二 
是 人 为 规定 的 ， 如 果 取 

PP PP 
[BP + [PP,| [PP | + [Pp | 
就 可 避免 由 于 已 知 点 列 的 分 布 的 不 均匀 所 引起 的 突变 ， 

现在 再 来 解 也 样 条 曲面 的 反问 题 ,已 经 没有 什么 困难 了 。 设 

PC 一 0，1，……，715371 一 0 …， nn) 

是 R’ 中 的 〈m 十 1)(> 十 1) 个 点 ， 要 决定 过 这 些 点 的 B 样 条 曲 
面 的 特征 网 格 的 顶点 7/， 我 们 可 以 根据 下 列 步骤 进行 ; 

(1) 固定 i, 对 P (i = 0,…, n) 求解 “曲线 反问 题 ”, 从 此 
得 出 bii; 

(2) 固定 j, 对 5 (i = 0,…, m) 求解 “曲线 反问 题 "”， 从 
此 得 出 Pi。 


fi 一 1 二 
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